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Введение
В квантовой механике частице без спина соот-

ветствует эволюция двух вещественных функций 
Ψ0 и Ψ1, которые для удобства объединяются в 
одну комплексную функцию Ψ = Ψ0 + iΨ1. Частице 
же со спином ½ соответствует эволюция четырех 
вещественных функций Ψ0, Ψ1, Ψ2, Ψ3, которые 
принято объединять в две комплексные функции, 
так что волновая функция представляется матри-
цей-столбцом

 212301
2
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Ранее [1] был рассмотрен альтернативный спо-
соб объединения четырех вещественных функций 
в одну гиперкомплексную функцию:

 Ψ = Ψ0 + iΨ1+ iΨ2+ kΨ3. (2)

Это кватернион, компоненты которого Ψ0, 1, 2, 3– 
функции координат и времени. Следуя Гамильто-
ну, мнимые единицы i, j, k принято интерпрети-
ровать как базисные векторы декартовой системы 
координат. Таким образом, кватернион имеет вид 
формальной суммы скалярной и векторной ча-
стей – именно так называют его вещественную и 
мнимую части, соответственно.

Подчеркнем, что когда мнимая часть кватер-
ниона называется вектором, то речь идет исклю-
чительно о геометрической интерпретации – ни-

какие трансформационные свойства в понятие 
вектора при этом не вкладываются. Говоря точнее, 
в понятия скаляра и вектора, из которых слагается 
кватернион, не вкладывается смысл тензоров ну-
левого и первого рангов, соответственно. Что же 
касается трансформационных свойств кватерни-
онной волновой функции (2) (равно как и тради-
ционной волновой функции (1)), то они вытекают 
из того, что при поворотах системы координат 
четыре вещественные функции Ψ0, 1, 2, 3 преобразу-
ются друг через друга таким образом, что сумма 
их квадратов

 ρ = Ψ0
2 +Ψ1

2 +Ψ2
2 +Ψ3

2, (3)

имеющая смысл плотности вероятности на-
хождения частицы, является инвариантом.

Упомянем об известной в литературе [2] ква-
тернионной квантовой механике, которая отлича-
ется от стандартной квантовой механики заменой 
комплексного гильбертова пространства на ква-
тернионное гильбертово пространство. Подчер-
кнем, что такая замена проводится независимо 
от значения спина. При этом кватернионная вол-
новая функция вида (2) сопоставляется частице 
без спина; частице же со спином сопоставляется 
пара кватернионных функций, то есть волновая 
функция типа (1), где Ψ1, 2 – кватернионы вида (2). 
Такой подход характеризуется удвоением числа 
вещественных функций, сопоставляемых части-
це; дополнительные «степени свободы» ассоции-
руются с такими характеристиками частицы, как 
гиперзаряд и изотопический спин.

Мы же не выходим за пределы стандартной 
квантовой механики, а лишь обосновываем сле-
дующую точку зрения: если при описании части-
цы без спина использовать алгебру комплексных 
чисел, то при описании частицы со спином в той 
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же мере адекватным действием оказывается ис-
пользование алгебры кватернионов.

Алгебра кватернионов
Множество кватернионов – это четырехмерное 

линейное пространство над полем вещественных 
чисел, базисные элементы которого обозначают-
ся {1, i, j, k}. Для элементов этого пространства 
(в дополнение к обычным операциям сложения и 
умножения на вещественное число) определено 
умножение, линейное по обоим множителям. С 
учетом свойства линейности операция умноже-
ния однозначно определяется правилами умно-
жения базисных элементов: первый из них играет 
роль единицы, то есть 1 · x = x · 1 = x при любом 
x, а для трех других базисных элементов таблица 
умножения задается равенствами

 i2 = j2 = k2 = –1 
(4)

ij = –ji = k       jk = –kj = i       ki = –ik = j

Произвольный кватернион записывается в 
виде

 x = x0 + x, x ix1 +jx2 +kx3, (5)

где x0 и x называются его скалярной и вектор-
ной частями соответственно; ниже для них при-
няты обозначения14: x0 = Sc x, x = Ve x. Операция 
сопряжения определяется как изменение знака 
векторной части кватерниона и обозначается 
чертой сверху. С использованием (4) получаются 
формулы:

 
)(Sc)(Sc,
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Модулем кватерниона называется величина

 yxyxxyxxxxxxx ;2
3

2
2
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Каждому кватерниону можно поставить в со-
ответствие упорядоченную пару комплексных 
чисел. С учетом (4) произвольный кватернион (5) 
представим в виде x  X1 + X2j, где X1  x0 – kx3, 
X2 = kx1 – x2. Если в выражениях для X1,2 отожде-
ствить k с обычной мнимой единицей i, то будем 
иметь правило соответствия

 
iX

X
XXXx

k

j
2

1
21 , (8)

обеспечивающее, в частности, переход от (2) 
к (1). Опираясь на это правило, с использовани-
ем (4) легко получить следующие формулы соот-
ветствия:

1 Как отмечалось, в эти термины не вкладывается 
тензорный смысл, то есть трансформационные свойства. Что 
же касается обозначений, то они выбраны по аналогии с обо-
значениями Re(...) и Im(...).
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(9)

где x, y, z– стандартный набор матриц Паули.
Теория кватернионов была построена Гамиль-

тоном, и в этой теории скаляры и векторы рассма-
триваются совместно. Векторное же исчисление 
было построено позже – Хевисайдом и независи-
мо от него Гиббсом, причем построено оно было 
на основе теории кватернионов. Это не случайно, 
так как именно в рамках теории кватернионов 
векторы (объекты геометрические) определя-
ются как объекты алгебраические – то есть как 
объекты, которые могут быть перемножены. Для 
произведения двух векторов A  iA1 +jA2 +kA3 и 
B iB1 + jB2 +kB3 с использованием (4) получает-
ся формула

 AB = –A B + AB, (10)

где жирной точкой и крестиком (здесь и ниже) 
обозначаются «обычные» скалярное и векторное 
произведения векторов. В частности, для квадра-
та произвольного вектора p, в том числе единич-
ного вектора e (e e = 1), получаем:

 p2 = –p p, e2 = –1 (11)

(для e = i, j, k второе соотношение принимает 
вид верхних равенств (4)). Другой частный слу-
чай – это когда один из перемножаемых в (10) век-
торов есть оператор Гамильтона

 
zyx

kji  (12)

(впервые введенный именно в рамках теории 
кватернионов). Ниже встретится случай, когда в 
(10) B = :

 AAAAA rotdiv , (13)

где стрелка указывает «направление» диффе-
ренцирования (само же умножение происходит по 
кватернионным законам). Попутно заметим, что с 
учетом первого из равенств (11) лапласиан  вы-
ражается через  формулой

  =    = –2. (14)

Отдельно взятый кватернион может рас-
сматриваться как обычное комплексное чис-
ло. Для этого следует представить (5) в виде 

2
3

2
2

2
10 xxxxx e  (e – единичный вектор), 

после чего с учетом второго из равенств (11) ото-
ждествить e с обычной мнимой единицей i (гово-
ря точнее, две алгебры, натянутые на базисные 
элементы {1, c} и {1, j}, изоморфны друг другу). 
Соответственно, для кватернионов оказывает-



129Успехи прикладной физики, 2013, том 1, № 2

ся справедливой экспоненциальная фор ма запи-
си: x = xee ( 0

2
3

2
2

2
1tg xxxx  ); eexx . По 

той же причине справедлива формула Эйлера, 
так что для кватерниона R с единичным модулем 

)1( RRRR  – такие кватернионы называются 
единичными – имеем: R = ee = cosesin.

Ниже нам также потребуется следующее пред-
ставление кватерниона2:

 
 iji eeexx  (15)

(в качестве i и j могут быть использованы два 
произвольных ортогональных единичных векто-
ра).

При рассмотрении операторов, действующих 
в пространстве кватернионов, последнее наде-
ляется метрикой: скалярное произведение ква-
тернионов (как векторов четырехмерного веще-
ственного линейного пространства) определяется 
формулой 33221100),( yxyxyxyxyx . Умно-
жение (как слева, так и справа) на единичный ква-
тернион является ортогональным оператором: 

),(),(),( yxyRxRRyRx . В общем случае орто-
гональный оператор представляется в виде [3]

 Ô = R(...)Q, (16)

где R и Q – единичные кватернионы. Именно 
такой вид должен иметь оператор, преобразую-
щий кватернионную волновую функцию (2) при 
переходе из одной системы отсчета в другую, что-
бы обеспечивать инвариантность (3).

Частным случаем ортогонального оператора 
является оператор поворота

 
)2/sin()2/cos()2/( nneR

,(...)ˆ RRR

.
 (17)

Действуя на кватернион (5), этот оператор 
оставляет неизменной его скалярную часть x0, а 
вектор x поворачивает на угол  вокруг направле-
ния единичного вектора n.

Схема кватернионного описания 
частицы со спином

Формальной основой квантово-механического 
нерелятивистского описания частицы без спина 
является ее классическая функция Гамильтона 
H(x, p), которая после замены p на оператор им-
пульса p̂   превращается в гамильтониан Ĥ, опреде-
ляющий эволюцию волновой функции:

 iHHH
t

i ppx ˆ),ˆ,(ˆ,ˆ . (18)

Плотность же вероятности нахождения части-
цы дается выражением  = .

Казалось бы, раз классическая функция Га-
мильтона от спина не зависит, то квантово-меха-
ническая схема такого типа не может в полной 
мере охватить случай частицы со спином. Именно 
таким образом обстоит дело в рамках традицион-
ного описания спина, когда частице сопоставляет-
ся волновая функция (1): «включение» магнитно-
го поля по стандартному правилу App c

eˆˆ  не 
охватывает взаимодействия с магнитным полем 
собственного магнитного момента частицы; соот-
ветствующий член взаимодействия в правой ча-
сти волнового уравнения приходится (при нереля-
тивистском рассмотрении) дописывать «руками».

Иначе обстоит дело при кватернионном описа-
нии спина, когда частице сопоставляется волно-
вая функция (2). Схема такого описания по форме 
идентична схеме, относящейся к частице без спи-
на и сводится к следующему [1].

Вместо обычной мнимой единицы i в теории 
фигурирует кватернионная «мнимая единица» – 
произвольный (но фиксированный) единичный 
вектор

)1( 222kjiI ,

направление которого можно изменять (с по-
мощью преобразования эквивалентности), не за-
трагивая при этом значений наблюдаемых; вектор 
I – аналог матричного вектора Паули σ. С учетом 
второго из равенств (11)

 I2 = –1. (19)

Внешние отличия от случая частицы без спина 
сводятся, во-первых, к замене i  I, во-вторых, 
к замене комплексного сопряжения на кватерни-
онное сопряжение и, в-третьих, к существенности 
порядка сомножителей (алгебра кватернионов не-
коммутативная).

Операторы проекций импульса на координат-
ные оси имеют вид

 zpypxp zyx III ˆ,ˆ,ˆ . (20)

Собственные функции этих операторов выгля-
дят соответственно:
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),( yxe
zp

p
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z
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где , ,  – кватернионные функции указанных 
переменных. Общие же собственные функции, 
отвечающие определенному значению импульса 
p, имеют вид

 ae
xpI

p


  , (21)

где a = const. Последние суть собственные 
функции оператора импульса

 (...)ˆ Ip  (22)

в том смысле, что удовлетворяют уравнению 
ˆ  p p  (собственное значение фигурирует как 
правый множитель). Действительно, с учетом (22) 
и (12) имеем:

.)(... pi
xpIxpI

aepae x

...... iiI
xpI

xpI

aepae
x x

...)(ˆ iIIp
xpIxpIxpI

x
aeaeae

Для частицы со спином вместо схемы (18) имеем:

 (...)ˆ),ˆ,(ˆ,ˆ IppxI HHHt . (23)

Плотность же вероятности дается выражением 
 , которое с учетом (6) имеет вид (3). Пра-

вило «включения» магнитного поля выглядит так:

 App (...)ˆˆ
c
e

 . (24)

Если  – собственная функция гамильтониана 
Ĥ, то, решая волновое уравнение (первое из соот-
ношений (23)) с подстановкой Ĥ = E, получа-
ем общий вид волновой функции, соответствую-
щей определенному значению энергии:

 )(x
I


 Et

E e  . (25)

Оператор проекции момента импульса (в еди-
ницах ħ) на направление единичного вектора n 
имеет вид

   nIxnIn (...)
2
1ˆ  j ,

Здесь первое слагаемое соответствует орби-
тальному моменту. Второе же слагаемое – это 
оператор проекции спина на направление n:

 nIn (...)
2
1ˆ s . (26)

В частности, если вектор I направить по оси z 
(I = k), то для операторов проекций спина на коор-
динатные оси (n = i, j, k) будем иметь:

kkjkik (...)
2
1ˆ,(...)

2
1ˆ,(...)

2
1ˆ zyx sss .

Собственные функции, отвечающие sz = ±½, – 
это функции, которые либо коммутируют, либо 
антикоммутируют с k. С учетом (4) это линей-
ные комбинации {1, k} и {i, j} соответственно: 
1/2 = 0 + kΨ3 и -1/2 = i1 + jΨ2. Таким образом, 
произвольная волновая функция (2) имеет вид 
 = 1/2 + -1/2.

Кватернионным аналогом оператора спина 
ŝ = σ/2 (σ – матричный вектор Паули) является 
оператор

 ŝ = I/2. (27)

Для него уравнение на собственные значения 
имеет вид34 (I/2) = (n/2) (как и для оператора 
импульса (22) собственное значение фигурирует 
в качестве правого множителя). После умножения 
справа на –n с учетом (26) получаем: ŝn = (1/2), 
то есть  – собственная функция оператора ŝn(26), 
отвечающая собственному значению +½. Таким 
образом, если – собственная функция оператора 
ŝ (27), то в пространстве существует направление 
n, проекция спина на которое имеет определенное 
значение (+½).

Уравнение Паули на языке кватернионов
Классическая функция Гамильтона нереляти-

вистской частицы с учетом (11) записывается в 

виде )(
2

),(
2

xppx U
m

H  . После замены p ˆp 
получаем гамильтониан Ĥ, для которого волновое 
уравнение (первое из равенств (23)) имеет вид

 

 U

mt 2
ˆ 2pI . (28)

С учетом (22), (19) и (14) имеем:
2 2 2 2ˆ (...) (...)p II  (лапласиан, 

будучи скаляром, коммутирует с любым кватер-
нионом). После подстановки в (28) получаем:

 U
mt 2

2

I . (29)

Отметим случай свободной частицы, U = 0. 
Общее решение – это суперпозиция плоских волн 

( )( xqI ae t  (где ħq2/2m). Последние имеют вид 
E (25) и p (21) одновременно, так что соответ-
ствуют определенным значениям энергии (ħ) и 
импульса (ħq). Кроме того, плоская волна – соб-
ственная функция оператора ŝ (27):

)2/)(()2/)(( )()( nI xqIxqI aeaaaaae tt

2/))(2/( )()( II xqIxqI aeae tt

,

где aaaa /In  . Единичный вектор n опре-
деляет направление, проекция спина на которое 
имеет определенное значение (+½).
3 После левостороннего умножения уравнения на 
2—      имеем n = —       I / —        . С учетом второй из формул (6) и 
I–   = –I получаем: n–    = –n, то есть n – вектор; с учетом второй из 
формул (7) | —       I | = —         , так что |n| = 1.
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Ввиду изотропности пространства в теории 
обязано существовать преобразование, не затра-
гивающее значений наблюдаемых и позволяющее 
придать вектору I любое направление. Преобразо-
вание эквивалентности имеет вид

  RRR ,II . (30)

где R – единичный кватернион (если в (29) про-
вести замены (30), то после левостороннего умно-
жения на R  и с учетом 1 RRRR  уравнение 
вновь примет вид (29)). Первая из этих формул 
описывает изменение направления вектора I под 
действием оператора поворота R^ (17). Вторая же 
формула соответствует действию на волновую 
функцию ортогонального оператора (см. (16) с 
Q = 1), что не сказывается на плотности вероят-
ности (3).

Перейдем к рассмотрению частицы во внеш-
нем электромагнитном поле. Положив в (28) 
U = e и совершив замену (24), получим волно-
вое уравнение

 



 


 e

c
e

mt

2

(...)ˆ
2
1 ApI . (31)

Плотность вероятности   удовлетворяет 
уравнению непрерывности, которое на кватерни-
онном языке записывается в виде

 0)(Sc Jt  (32)

(с учетом (10) JJJ div)(Sc ). Здесь J 
дается выражением

 AIIJ mc
e

m )()(2 , (33)

что легко показать, используя формулу4

 )()(Sc)(Sc . (34)

Заметим, что волновое уравнение (31) и выра-
жение (33) для J внешне идентичны своим анало-
гам для частицы без спина, а отличаются от них 
заменой i  I, заменой комплексного сопряжения 
на кватернионное сопряжение и существенно-
стью порядка сомножителей.

Остановимся на структуре величины J. Опре-
делим вектор

 I . (35)

Это вектор, поскольку  (с учетом вто-
рого из соотношений (6) и II  ). Действуя на  
4 Согласно общим правилам дифференцирования 
 есть сумма двух слагаемых, соответствующих тому, 
что  и  поочередно считаются постоянными, что (в случае 
необходимости) отражает индекс «c»:  c. 
После взятия скалярной части с использованием третьего из 
соотношений (6) имеем: Sc ( Sc Sc c


. 

Второе слагаемое (с учетом того, что c считается постоян-
ным) можно записать Sc c(


, после чего индекс «c» опу-

стить; в итоге получаем (34).

оператором , получаем сумму двух слагаемых, 
соответствующих тому, что  и —    поочередно 
считаются постоянными, что (при необходимо-
сти) отражает индекс «c» (см. сноску4):

III c)()(2

II c)(
.

Подставив во второе и третье слагаемые  
(12), будем иметь:

 zzyy
IIkIIj

xx
IIiI)(2

 

(36)

После кватернионного сопряжения (с исполь-
зованием второго из соотношений (6) и с учетом 
того, что при сопряжении векторы меняют знак) 
имеем:

 
kIIjII

zzyy

iIII
xx

)(2

 

(37)

Выражения в больших скобках – скаляры 
( (...)(...)  , что проверяется с использованием 
второго из соотношений (6) и II  ), так что они 
коммутируют с i, j, k; учитывая это, для полураз-
ности (36) и (37) находим:

(...)(...)(...) kji
)()(2/)( II

.

С учетом (10) левая часть равенства есть 
 ×  = rot , а сумма первых двух слагаемых 
в правой части равенства с учетом (33) равна

AJ 
c
em

22 ; в итоге получаем:

 jJ rot2m , (38)

 ),,( zyxi

2
A

mc
e

xxm
j i

ii
i II

. 
(39)

Заметим, что второе слагаемое в (38) не вно-
сит вклада в дивергенцию, под знаком которой 
в уравнении непрерывности (32) фигурирует J. 
Поэтому в качестве плотности потока вероятно-
сти вместо J (38) может быть принято выражение 
j rot2m  с произвольным множителем . Од-
нако только при  = 0 уравнения, определяющие 
эволюцию , оказываются по форме близкими к 
уравнениям классической гидродинамики (см. 
ниже). Так что за плотность потока вероятности 
целесообразно принять величину J.

Следует отметить, что, в отличие от плотности 
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потока вероятности, плотность электрического 
тока Je определяется однозначно. После двукрат-
ного дифференцирования по времени среднего 
значения координаты dVxx  с использова-
нием волнового уравнения (31) получается уравне-

ние Эренфеста dV
c
ee

dt
dm HJE

x
2

2

2 , где J 

дается (38). Таким образом, jJJ rot
2m
eeee

. 

После перехода к традиционному описанию по 
правилам (8) и (9) выражение для Je принимает 
известный вид [4]:

)(rot
2m
e

)()(
2

2

AJ
mc
e

m
iee

.
Как отмечалось, волновое уравнение (31) 

внешне идентично уравнению Шредингера для 
частицы без спина. Между тем, если перейти к 
развернутой форме записи с использованием вы-
ражения (22) для p^ , то в правой части указанного 

уравнения появится слагаемое )(
2

AI
mc
e ; с 

учетом (13) и H rot A, появится член HImc
e

2  , 
соответствующий взаимодействию с магнитным 
полем собственного магнитного момента части-
цы. После проведения необходимых преобразова-
ний уравнение (31) приводится к виду

 





 


 e

mc
eA

c
ep

mt ii HII
2

ˆ
2
1 2  , (40)

где операторы  p^ i даются (20).
Перейдем к традиционному описанию. Вос-

пользовавшись преобразованием эквивалент-
ности (30), придадим вектору I значение I = k, а 
также подставим H = iHx + jHy + kHz. После ис-
пользования формул соответствия (9) уравнение 
(40) принимает вид уравнения Паули

emc
eAc

epmti ii H2ˆ2
1

2

,
где ii xip  ˆ , а  – матричный вектор Па-

ули.

Гидродинамическая формулировка 
уравнения Паули

Гидродинамическая формулировка квантовой 
механики была предложена Маделунгом [5] и 
первоначально относилась к случаю частицы без 
спина. Речь шла о выводе уравнений, определяю-
щих эволюцию плотности вероятности. Исполь-
зование гидродинамических уравнений в ряде 

случаев облегчает рассмотрение и оказывается 
весьма эффективным [6].

Уравнение Шредингера для частицы в электро-
магнитном поле, плотность вероятности и плот-
ность потока вероятности имеют известный вид

 





 


 eA

c
ep

mt
i ii

2

ˆ
2
1 , (41)

  
,  

 
i

ii
i A

mc
e

xxm
ij 















 


2


. 
(42)

где ii xip  ˆ . После подстановки в (42)

  ie  (43)

получаем ji = i, где «скорость течения» дает-
ся выражением

 i
i

i A
mc
e

xm
v ; (44)

с учетом H rot A для скорости имеем:

 likl
k

i

i

k H
mc
e

v
v

v
v

, (45)

где ikl – абсолютно антисимметричный тензор. 
Если подставить (43) в (41) и отделить друг от 
друга вещественную и мнимую части, то получа-
ются два уравнения, одно из которых есть уравне-
ние непрерывности

 0)(div 

 v
t

, (46)

где v дается (44). Второе же уравнение опре-
деляет производную по времени фазы , и после 
взятия градиента его обеих частей с учетом (44) 
получается уравнение

  
ik

ik

i c
ee

mx
T

t






 











 



 HvEvvv
 , (47)

где «тензор напряжений» Tik дается выражением
54

 



























kiki
ik xxxxm

T 1
2

22 . (48)

Перейдем к случаю частицы со спином. Гидро-
динамические уравнения, соответствующие урав-
нению Паули, впервые были получены Такабаяси 
[7]. В работе [8] был приведен более простой вы-
вод указанных уравнений, однако использование 
кватернионной формулировки уравнения Пау-
ли позволяет сделать это еще проще – в полной 
аналогии со случаем частицы без спина. Ниже мы 
приведем лишь схему вывода гидродинамических 
уравнений; необходимые преобразования легко 

5 Случаю гидродинамики жидкости отвечало бы Tik = –pik 
(p – давление) и (47) имело бы вид уравнения Эйлера.
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проводятся с использованием таблицы умножения 
(4), экспоненциальной формы записи кватерниона, 
формулы Эйлера, а также формул (6) и (34).

Для каждой физической величины (которой в 
общем случае соответствует некоторый оператор 
L^ ) можно формально определить ее гидродинами-
ческое значение L(x) потребовав, чтобы величи-
на dVL )(x  равнялась квантово-механическому 
среднему dVLL ˆ . Приравняв подынте-
гральные функции обеих величин, применитель-
но к случаю L^  = ŝ, где ŝ дается (27), получим ги-
дродинамическое значение спина:

 s = n/2,  /In , (49)

(n – единичный вектор, см. сноску3).
Аналогом (43) является следующее представ-

ление волновой функции

  iji eee  (50)

(см. (15)). Воспользовавшись преобразованием 
эквивалентности (30), придадим вектору I значе-
ние I = i После подстановки (50) в (49) получим:

 22cos2sin2sin2sin2cos kjis  (51)

Подставив (50) в (39) (где также считаем I = i), 
будем иметь ji = vi, где «скорость течения» дается 
выражением

i
ii

i A
mc
e

xxm
v 2cos

(аналог (44)). С использованием (51) получим 
условие (аналог (45))

 likl
kik

i

i

k H
mc
e

xxmx
v

x
v sss4

. (52)

В дальнейшем изложении предварительно от-
метим случай свободной частицы. Волновое урав-
нение дается (29), где U = 0. Это уравнение (обе 
части которого помножены на –I/ħ) и уравнение, 
ему сопряженное, имеют вид

 
2

2

2 kxmt 




 I , I2

2

2 kxmt 




  . (53)

Продифференцируем по времени ji(39), где по-
ложено Ai = 0; с использованием (53) получим:

ikki xxxx

kikik

i

xxxxmxt
j 222

2

.

Квадратная скобка может быть выражена через 
 , j(39) и Ω (35):

ki

kikik

i jj
xxxxmxt

j 1
2

22

.

Подставив сюда ji = vi, и Ω = 2ρs (см. (35) и 
(49)), с учетом (46) получим:

  
k

ik

i x
T

t 






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


 vvv
 , (54)

где «тензор напряжений» Tik (аналог (48)) дает-
ся выражением

 
kikiki

ik xxxxxxm
T ss41

2

22

. (55)

Дифференцируя Ω(35), используя (53), будем 
иметь

kkk xxmxt 2 .

Квадратная скобка может быть выражена через 
ρ и Ω:

k
kk

v
xmxt 2 .

Подставив сюда Ω = 2ρs, после преобразова-
ний получим:

   


















 




kk xmxt
sssvs 

 . (56)

В присутствии электромагнитного поля, то 
есть при использовании волнового уравнения 
(31), вместо (54) и (56) будем иметь:

i

HH rot

ki

ik

c
ee

mx
T

t
HvEvv

,

Hsssvs
kk xmxt ,

где Tik дается (55), а μ = (eħ/mc)s – гидродина-
мическое значение магнитного момента частицы. 
Эти два уравнения вместе с уравнением непре-
рывности (46) определяют эволюцию плотности 
вероятности ρ, «скорости течения» V и гидроди-
намического значения спина s. В указанных урав-
нениях V и s – величины не произвольные: v удов-
летворяет условию (52), |s| = 1/2 (см. (49)).

Заключение
Рассмотренная в статье квантово-механиче-

ская схема соответствует тому, что частице сопо-
ставляется не комплексная, а кватернионная вол-
новая функция (2). Описание частицы (формулы 
(23)) внешне идентично описанию частицы без 
спина (формулы (18), в которых Ψ – комплексная 
функция). Формальной основой описания части-
цы по-прежнему является классическая функция 
Гамильтона H(x, p), не зависящая от спина. Не-
смотря на это, волновое уравнение (определяемое 
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(23)) описывает частицу со спином ½. Кроме того, 
при «включении» магнитного поля по правилу 
(24) автоматически оказывается учтенным взаи-
модействие с полем собственного магнитного мо-
мента частицы, для которого получается правиль-
ное значение.

Однокомпонентность кватернионной волновой 
функции (2) означает, что в используемом фор-
мализме отсутствуют матрицы, что существенно 
упрощает рассмотрение. В качестве иллюстрации 
простоты кватернионного описания частицы со 
спином приведена схема вывода гидродинами-
ческих уравнений, соответствующих уравнению 
Паули.
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