
Введение
Задача о потенциале заряженного проводя-

щего кольца (тора) представляет большой инте-
рес для ряда областей науки и техники [1–5]. Она 
излагается во многих курсах электродинамики 
[6–8]. Обычно решение задачи осуществляется в 
сферических координатах путем разложения ре-
шения по сферическим функциям или интегри-
рованием по контуру тонкого кольца. В работах 
[4, 5] рассматривается аналогичная задача для 
гравитационного потенциала, причем решение 
задачи даётся в виде ряда Лапласа. Цилиндриче-
ская система координат, используемая в [4, 5], не 
соответствует объекту задачи. Неудачный выбор 
системы координат приводит к ряду затруднений 
при решении задачи. Например, внешняя и вну-
тренняя области тора определяются  в [4, 5] от-
носительно сферы, радиус которой равен радиусу 
большого круга тора. Ряды, найденные для по-
тенциала, не стыкуются друг с другом, а именно,  
остаётся сферическая оболочка, внутри которой 
эти ряды не справедливы. 

Целью данной работы является поиск реше-
ния  задачи  о потенциале заряженного тора в 
тороидальных координатах. В данном случае 
можно ожидать исчезновения вышеуказанных  
затруднений, так как в тороидальных коорди-
натах внешняя и внутренняя области определя-
ются относительно поверхности основного тора 

 0 0 0const 0 ,          .

Решение задачи
Решим эту задачу в тороидальных коорди-

натах. Рассмотрим тор, малый радиус которого 
равен b, а большой радиус равен a. Пусть на по-
верхности тора находится электрический заряд 
Q. Требуется найти потенциал тора U (x, y, z) = 
U(τ, , ). 

Потенциал заряженного проводящего тора 
определяется интегралом [6–8]:  
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где 0 – электрическая постоянная. Требуется 

вычислить поверхностный интеграл в (1).  
Введем тороидальные координаты [9]:      
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Здесь c > 0 — масштабный множитель, кото-

рый необходимо фиксировать для выбора опре-
делённой тороидальной системы координат. 
Элемент площади в тороидальных координатах 
равен 

                                                                                                                                                            .
Тороидальные координаты точки Р, рас-

положенной на поверхности тора, обозначим 

0 0 0, ,   : 0 0 0( , , )P    . Кольцо есть тор, у ко-
торого 0 = const; тогда элемент площади поверх-
ности тора равен: 
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Рассмотрена задача об электростатическом потенциале заряженного тора. Решение задачи ос-

новано на представлении решения уравнения Пуассона в виде интеграла по поверхности тора. По-
тенциал тора выражен приближённо через эллиптические интегралы первого и второго рода. 
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Расстояние r между точкой M(τ, φ, σ), распо-
ложенной во внешней области тора, и точкой P  
(0,) в тороидальных координатах выражает-
ся в виде [10]:   

                                                                              
  
 
                                                                      

(3)

где  0 0 0ch ch sh sh cos 0         . 
Тогда из (1) для потенциала тора получаем следу-
ющее выражение:

                                                                               ,

где  0 0 0ch ch cos , sh shA B         , 0 < 
τ   τ0. Введя новую переменную = φ0-φ, преды-
ду-щее выражение представляем в виде:  

 

                                                                         .
Если подынтегральная функция является пе-

риодической, то имеет место формула [11] 

где  – период функции. Затем заменой  = -  
приведём предыдущее выражение к виду:

  

Интеграл по  выражается через эллиптиче-
ский интеграл [12]:

 где K – полный эллиптический интеграл пер-
вого рода. Тогда для потенциала тора находим:

                                                                             .       4)
Сумму A+B можно представить в виде   А+В=

ch )cos()( 00  . Интеграл в этом выраже-

нии мы возьмём приближённо, для чего восполь-
зуемся тем, что 0 0ch( ) cos( )      : 
 

                                                                        .                (5)                                                   

Здесь 0ch( )A B    . Интеграл в (5) выра-
жается через эллиптический интеграл [12]:

где 
                                                                                        ;
E(,k) – неполный эллиптический интеграл 

второго рода. Тогда для потенциала заряженного 
тора получаем: 

                                                             

,    (6)
где E(k) – полный эллиптический интеграл 

второго рода. 
 Заранее заданы большой и малый радиу-

сы тора. Необходимо через них выразить торои-
дальную координату 0 заданного тора. Для этого 
поступаем следующим образом. Как известно, 
тор получается вследствие вращения вокруг оси 
z окружности [13, 14] 

              
                                                             .
Следовательно, большой и малый радиусы 

тора равны 

                                                      
.

Тогда получаем, что на поверхности тора торо-
идальная координата 0 равна                           . 

                                                              
  

Потенциал на поверхности тора равен: 
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Отношение потенциалов равно: 

 
 

На рис. 1 и  2 приведены графики зависимости 
внешнего потенциала заряженного тора от коор-
динаты  (0 <    0), которые были построены 
при следующих значениях исходных параметров:
a  =  0,3 м, 1,5 м, b = 0,2 м. Рис. 1 и  2 построены при 
фиксированной координате  = . Координата  
=  соответствует направлению к центру кольца. 
Так как потенциал не зависит от тороидальной 
координаты , то на этих рисунках представлено 
распределение потенциала над плоскостью боль-
шого круга тора. Это распределение симметрич-
но относительно указанной плоскости. 

Заключение
Как показано в работе, в тороидальных ко-

ординатах потенциал заряженного тора удаётся 
приближённо выразить через полные эллипти-
ческие интегралы первого и второго рода. Так 
как потенциал симметричен относительно оси z, 
то из  приведенных графиков видно, что внутри 
кольца образуется «потенциальная яма». 

Для вычисления потенциала тора можно вос-
пользоваться известным разложением обратно-
го расстояния по тороидальным функциям [10]. 
Но оно довольно громоздкое, и интегралы по  
и , которые встречаются в этом случае, также 
громоздкие; при всём этом результат получается 
малопригодным для практического применения. 
В то же время полученный выше результат доста-
точно компактен и легко применим в практиче-
ских целях. 
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Рис. 1. Зависимость относительного потенци-
ала U/U0 от координаты τ (b = 0,2 м, a = 1,5 м, τ0 
=2,703507).

Рис.2. Зависимость относительного потенциа-
ла U/U0 от координаты τ (b = 0,2 м, a = 0,3 м, τ0 = 
1,7627).
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