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Введение
В данной работе предложен модифици-

рованный проекционный метод наименьших 
квадратов для моделирования явления диф-
фузии неосновных носителей заряда (ННЗ) в 
полупроводниковых материалах. Ранее такая 
задача решалась для случая генерации ННЗ 
электронным пучком применительно к модели 
независимых источников [1, 2] и модели кол-
лективного движения ННЗ с использованием 
проекционного метода [3, 4] без его строгого 
обоснования и рассмотрения вопроса вычис-
лительной устойчивости алгоритма.

Настоящая работа продолжает такие ис-
следования и ставит задачу дать порядковую 
оценку и получить условие вычислительной 
устойчивости предложенной модифицирован-
ной проекционной схемы метода наименьших 
квадратов для расчета концентрации ННЗ, ге-
нерированных различными внешними энерге-
тическими воздействиями в полупроводнике. 
В расчетах использовалась модель коллектив-
ного движения носителей заряда [5], согласно 
которой на диффузию генерированных внеш-
ним энергетическим воздействием неравно-
весных ННЗ из любого микрообъема полупро-

водникового материала оказывают влияние 
другие электроны (или дырки) из других ми-
крообластей материала. Тогда для одномерной 
диффузии в полупроводнике концентрация не-
равновесных ННЗ  p z  находится как реше-
ние дифференциального уравнения
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Здесь D,  и s – электрофизические пара-
метры полупроводниковой мишени, а именно,  
коэффициент диффузии, время жизни и ско-
рость поверхностной рекомбинации ННЗ, со-
ответственно; (z) – число неосновных носите-
лей заряда, генерируемых вследствие внешнего 
воздействия в единицу времени в тонком слое 
мишени на глубине z. Значения (z) могут быть 
определены из соотношения для плотности 
энергии *(z), выделяемой в этом слое мишени 
в единицу времени (делением *(z) на энергию 
образования электронно-дырочной пары). Для 
широкого электронного пучка справедлива по-
луэмпирическая формула работы [6]:
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Здесь zms – глубина максимальных потерь 
энергии первичными электронами, испытавши-
ми малоугловое рассеяние; zss – глубина макси-
мальных потерь энергии обратно рассеянными 
электронами;  – коэффициент обратного рас-
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сеяния электронов зонда, 
1 670 024 ,, / ,e Z A   а 

Z и A – порядковый номер и атомный вес веще-
ства, соответственно. Для пучка света скорость 
генерации электронно-дырочных пар равна

  1 0 1expI z  , 

где I0 – интенсивность света на входе в образец, 
1 – коэффициент поглощения,  – внутренний 
квантовый выход [7].

Постановка задачи
Для решения задачи (1), (2) мы предлагаем 

использовать модифицированный проекцион-
ный метод наименьших квадратов, который не 
только позволяет решить поставленную задачу, 
но и построить эффективный вычислительный 
алгоритм. К настоящему времени разработаны 
эффективные вычислительные алгоритмы ре-
шения некоторых задач анализа, основанные 
на использовании данного подхода. Однако ав-
торы большинства работ делают акцент на про-
стоте вычислительной схемы, в то время как 
вопросам обоснования применяемых методов 
уделяется недостаточное внимание. В связи с 
этим в настоящей работе приводятся теоремы, 
утверждающие сходимость вычислительной 
схемы, построенной на основе проекционного 
метода. Заметим, что применение конечно-раз-
ностных методов решения рассматриваемой 
задачи затруднительно, поскольку одно из гра-
ничных условий (2) задано на бесконечности. 

Ранее в работе [8] было получено решение 
стационарного уравнения диффузии ННЗ 
проекционным методом. Приближенное реше-
ние было найдено в аналитическом виде с ис-
пользованием сравнительно небольшого числа 
членов функционального ряда (m  15). Насто-
ящая работа посвящена развитию и обоснова-
нию приближeнно-аналитического метода ре-
шения рассматриваемой задачи. Кроме того, в 
работе проведен сравнительный анализ резуль-
татов моделирования явления диффузии ННЗ, 
генерированных световым пучком в германии–
кремнии (Ge

0,3Si0,7) с экспериментальной кри-
вой фототока, измеренной методом NPC [9] 
по глубине полупроводника. Для реализации 
проекционного метода был выбран базис из 
модифицированных функций Лагерра с пара-
метром, ускоряющим сходимость ряда [10].

Проекционная аппроксимация исходной 
модели, основанная на применении метода 

наименьших квадратов
Рассмотрим проекционную аппроксимацию 

задачи (1), (2). Введем ортонормированный 
базис из модифицированных функций Лагер-
ра    2( ) exp ;i iz z L z      в функциональ-

ном пространстве L2[0, , которые определя-
ются через многочлены Чебышева-Лагерра 
Li(z; ) [10], i 0, 1, 2, .... Здесь параметры  и  
используются для оптимизации вычислитель-
ной схемы. Тогда каждую функцию от перемен-
ной z, входящую в систему уравнений (1), (2), 
аппроксимируем частичной суммой порядка m 
ее ряда Фурье по системе модифицированных 
функций Лагерра, а затем последовательно 
применим к каждому уравнению системы опе-
раторы проектирования Qm на подпростран-
ство с базисом из m первых модифицирован-
ных функций Лагерра. 

Перейдем от системы уравнений (1), (2) к 
приближенной системе уравнений: 
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и вместо задачи (4) рассмотрим функционал:
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где 1
( )pL   и 2

( )pL   – операторы, стоящие в левых 
частях уравнений системы (4). Приближен-
ное решение pm(z) ищется из требования, 
чтобы оно доставляло минимум функционалу 
J(pm(z)). 

Обозначим через p
mC  и mC   столбцы из коэф-

фициентов разложений неизвестной функции 
p(z) и известной функции (z) по базису 1(z)  
соответственно. Далее введем матрицу диффе-
ренцирования Dm в базисе 1(z) и обозначим 
через m(z) столбец из m первых модифициро-
ванных функций Лагерра по переменной z. С 
другой стороны, в силу ортогональности функ-
ций Лагерра на полуоси [0, , функционал 
J(pm(z)) можно представить в виде:

        Tm p p p
p pJ p z J C A C G A C G    

и перейти к алгебраической векторно-матрич-
ной системе уравнений

 ApC
 p  G, (5)

где Ap – матрица переопределенной системы 
(5), которая имеет вид
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Столбец, стоящий в правой части системы 
уравнений (5), определяется как:

 1 1 0
T

mmG C 
 

    .

Разложение функции (z) по базису из m 
первых модифицированных функций Лагерра 
выглядит так:

         0, , .
Tm m

mz z z C z        (6)

Далее найдем столбец Cp, который миними-
зирует сумму квадратов невязок всех уравне-
ний, входящих систему (5): 

      inf
Tp p p

p pJ C A C G A C G    ,

т.е. решим ее, используя метод наименьших 
квадратов (МНК). Тогда нормальное псевдоре-
шение переопределенной системы уравнений 
(5) можно найти с помощью псевдообратной 
матрицы [11]

   1p T T
p p pC A A A G

 
 . (7)

Получив нормальное псевдорешение Cp+, 
можно восстановить приближенное решение 
исходной задачи (1), (2) по формуле:

         0, , .
T pm mp z p z z C z



        (8)

Обоснование метода
Опираясь на результаты работы В.А. Аби-

лова [12] и В.К. Лащенова [13], можно уста-
новить оценку погрешности для функционала 

 p
mJ C



 и получить условие о вычислительной 
устойчивости предложенного алгоритма. Мы 
не будем останавливаться на этом подробно, 
а приведем без доказательства следующие ре-
зультаты.

Если погрешности в исходных данных и 
погрешности вычислений отсутствуют, а учи-
тываются лишь погрешности аппроксимаций, 
тогда имеет место следующий результат.

Пусть функция (z) имеет непрерывные 
производные до порядка r. Тогда последова-

тельность  p
mC



 будет минимизирующей для 
функционала  pJ C  и справедлива оценка:

 

   

   

3 2 2 1

3 2 1

3 2 1 2

1 2 3 2 2

; ; ,

, ,

; ; ,

, , .

r

p
m

r

C r m m

r

J C

C r m m

r m



  

  

   

   
 
   
    

Здесь (t) – заданный модуль непрерывно-
сти. 

Важнейшей характеристикой алгоритмов 
решения приближенных уравнений является 
их вычислительная устойчивость (см., напри-
мер [14]). Справедливо следующее утвержде-
ние.

Предположим, что при увеличении числа m 
погрешность m в вычислении коэффициентов 
Фурье-Лагерра функции (z) можно неограни-
ченно уменьшать так, что

1 2 0( )lim mm
m 


  .

Тогда, если для m 4минимизации возму-
щенного функционала  pJ C , построенного с 
помощью проектирования на подпространство 
с базисом из первых m модифицированных 
функций Лагерра, в котором точное разложе-
ние m(z) заменено на приближенное  m z , то 

последовательность p
mC

  будет минимизирую-
щей и для функционала J(C p).

Таким образом, применяя изложенную схе-
му, получать сколь угодно малые значения 
функционала J(C p) можно лишь в случае, когда 
увеличение размерности аппроксимирующего 
подпространства сопровождается повышени-
ем точности вычисления коэффициентов Фу-
рье по модифицированным функциям Лагерра 
функции (z), т.е. величина  должна зависеть 
от m: m, и убывать к нулю при m . 

Результаты расчетов и их обсуждение
Ниже представлены результатов расчетов, 

проведенных для параметров мишени, харак-
терных для монокристаллического кремния 
Si и германия–кремния Ge0,3Si0,7 с помощью 
математического пакета Matlab (MathWorks, 
Inc.). Приемлемое для проведения практи-
ческих расчетов приближение функции (z) 
для электронного пучка с энергией E0  20 кэВ 
и для светового пучка с коэффициентами по-
глощения 1  0,1 нм–1 было получено уже для 
13 членов ряда Фурье по модифицированным 
функциям Лагерра:
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Результаты выполненных расчетов при-
ведены на рис. 1. Видно, что кривые точных и 
приближенных (формула (6)) представлений 
функции (z) при использовании в разложении 
13 членов ряда по базису из функций Лагерра в 
выбранном масштабе практически совпадают.

<Рис. 1>
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Оценка относительной погрешности между 
12-м и 13-м приближением решения диффе-
ренциального уравнения (1), (2) следующая:

 12 13, 0,0628%p p    .

Таким образом, проекционный метод по-
зволяет получить приближенное решение с 
использованием небольшого числа членов раз-
ложения (m  13) по базису из модифициро-
ванных функций Лагерра для достижения при-
емлемой точности.

Результаты моделирования явления диф-
фузии неосновных носителей заряда (ННЗ), 
генерированных электронным и световым пуч-
ком в полупроводниковых материалах для вы-
бранных значений электрофизических параме-
тров полупроводников представлены на рис. 1 
и рис. 2. На рис. 1 изображено распределение 
плотности потерь энергии электронным пуч-
ком в кремнии и скорость генерации световым 
пучком электронно-дырочных пар в германии-
кремнии (Ge0,3Si0,7) (график отмечен крестика-
ми) и результаты аппроксимации для этих ми-
шеней с использованием 13 функций Лагерра 
(формула (6)). На рис. 2 изображены концен-
трации ННЗ по глубине, генерированных элек-
тронным пучком в кремнии и световым пучком 
в германии–кремнии Ge0,3Si0,7, вычисленные 
в 13-м приближении по модифицированным 
функциям Лагерра (тонкая непрерывная кри-
вая), а также сигнал фототока I(z), измеренный 
методом NPC в германии–кремнии Ge0,3Si0,7 
при комнатной темпера туре [9] для характер-

ных параметров , D и s, которые зависят от ка-
чества материалов: а) 10–8 с, D 108 мкм2/с и 
s 1010 мкм/с; б) 10–9 с, D 1012 мкм2/с 
и s 107 мкм/с. 

Заключение
Разработан приближенно-аналитический 

метод решения задачи диффузии ННЗ, гене-
рированных в полупроводниковых материа-
лах электронными и световыми пучками, по-
зволяющий проводить практические расчеты 
информативных сигналов, обусловленных 
диффузией ННЗ в полупроводниках. Для мо-
дели коллективного движения ННЗ получена 
порядковая оценка и условие вычислительной 
устойчивости предложенного проекционного 
метода.
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Рис. 1. Функция распределения плотности потерь 
энергии электронным пучком в кремнии (a) и скорость 
генерации световым пучком электронно-дырочных 
пар в германии-кремнии Ge0,3Si0,7 (б) (график отмечен 
крестиками) и результаты их аппроксимаций 13-м 
приближением модифицированными функциями Ла-
герра (непрерывная линия). Значения модифицирую-
щих параметров равны:   5,   0 (а) и   0,2,   0 
(б). В выбранном масштабе кривые (z), построенные 
по аналитическим выражениям, совпадают с кривы-
ми приближений.

Рис. 2. Концентрация ННЗ, генерированных элек-
тронным пучком в кремнии, вычисленная в 13-м при-
ближении по модифицированным функциям Лагерра 
(a); концентрация ННЗ, генерированных световым 
пучком в германии-кремнии Ge0,3Si0,7, вычисленная в 
13-м приближении (б) (тонкая непрерывная линия) и 
сигнал фототока, измеренный методом NPC в герма-
нии-кремнии Ge0,3Si0,7 [9] (экспериментальные точки). 
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