
544 Е.В. Серегина, М.А. Степович, А.М. Макаренков

Введение
Для количественного описания диффузии не-

равновесных неосновных носителей заряда (ННЗ) 
в полупроводнике может быть использована т. н. 
модель независимых источников, согласно которой 
на диффузию генерированных внешним энергети-
ческим воздействием неравновесных ННЗ из лю-
бого микрообъема полупроводника не оказывают 
влияния другие электроны или дырки из других 
микрообластей материала. Математически это вы-
ражается в том, что сначала решается уравнение 
диффузии для каждого из точечных источников 
ННЗ, после чего посредством интегрирования 
по объему, занимаемому источниками носителей, 

находится концентрация ННЗ в полупроводнике 
в результате их диффузии. Идея такого подхода 
заимствована нами из классической работы [1] 
и широко использовалась при математическом мо-
делировании различных аспектов стохастического 
процесса одномерной диффузии ННЗ, генериро-
ванных широким электронным пучком в однород-
ном полупроводниковом материале [2─5].

В настоящей работе предложена модифика-
ция этой модели, в которой в правой части вместо 
дельта-функции используется аппроксимация уз-
кого источника малой ширины, основанная на ис-
пользовании тригонометрических выражений 
в виде рекурсивных функций [6]:

В качестве начальной функции была взя-

та функция вида     2
1 0, exp 1 1   f z z az b

. Из условия    1 0 1 0 0     f z f z находятся 
a = –1/; a = z0/. При этих значениях коэффици-
ентов a и b последовательность   0,nf z z схо-
дится к ступенчатой функции f (z):
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В этом случае для одномерной диффузии в ко-

нечный полупроводник концентрация ННЗ по глу-
бине находится как решение дифференциального 
уравнения
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с граничными условиями
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Функция  0,p z z  описывает концентрацию 
по глубине ННЗ, генерированных узким источ-
ником с центром, находящимся на глубине z0, 
шириной 2 и амплитудой h; z — координата, от-
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считываемая от плоской поверхности вглубь по-
лупроводника.

Здесь входными данными являются (z) — чис-
ло ННЗ, генерируемых вследствие внешнего воз-
действия в единицу времени в тонком слое мишени 
на глубине z, а D,  и vs — электрофизические пара-
метры полупроводниковой мишени: коэффициент 
диффузии, время жизни и скорость поверхностной 

рекомбинации ННЗ соответственно. Значения (z) 
могут быть определены из соотношения для плот-
ности энергии *(z), выделяемой в этом слое ми-
шени в единицу времени (делением *(z) на энер-
гию образования электронно-дырочной пары); для 
широкого электронного пучка справедлива полу-
эмпирическая формула работ [7, 8]:

Здесь zms — глубина максимальных потерь 
энергии первичными электронами, испытавши-
ми малоугловое рассеяние; zss — глубина макси-
мальных потерь энергии обратно рассеянными 
электронами; значение zms может быть получе-
но из диффузионной модели [9], а zss определя-
ется как zss= Z–1/3 zms (см. [7, 10]);  — коэффи-
циент обратного рассеяния электронов зонда, 

1,670,024 /  e Z A , где Z и A — порядковый но-
мер и атомный вес вещества соответственно.

Постановка задачи
Решение одномерного дифференциального 

уравнения диффузии для точечного источника 
ННЗ и некоторые возможности его использова-
ния приведены в работе [11]. Настоящая работа 

продолжает такие исследования и ставит перед 
собой задачу найти аналитическое решение урав-
нения (2), (3) с использованием аппроксимации 
ступенчатой функции  0,nf z z , стоящей в правой 
части уравнения (2), обосновать предложенный 
метод решения и провести практические расче-
ты концентраций ННЗ, генерированных широким 
электронным пучком в полупроводниковом мате-
риале.

Обоснование метода
Аналитическое решение задачи (2), (3) с ис-

пользованием аппроксимации ступенчатой функ-

цией  0,nf z z , стоящей в правой части уравнения 
(2), получено нами в виде:

Здесь  L D  — диффузионная длина, а 
 sS L D  — приведенная скорость поверхност-

ной рекомбинации ННЗ. В этом случае для одно-
мерной диффузии в полупроводник концентрация 
избыточных ННЗ по глубине дается выражением

    0 0,



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l

n np z p z z dz .  (6)

В решение (5) и (6) входят интегралы, которые 
находятся приближенно, методом квадратур.

Перейдем к обоснованию метода.
В работе С.В. Алюкова [6] было установлено, 

что в гильбертовых пространствах измеримых 
функций L1 и L2 последовательность аппрокси-
мирующих функций  0,nf z z  сходится по норме 
к исходной функции  0,f z z , т. е.

   0 0, , 0 n nf z z f z z .
Далее, опираясь на этот результат, с учетом 

того, что оператор
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и функционал
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являются ограниченными в пространствах L1 и L2, 
легко установить, что

   0 0, , 0   n np z z p z z .
Таким образом, решения исходной задачи 
 0, np z z  являются устойчивыми, что позволяет 

применять предложенную выше методику (1).

Результаты расчетов и их обсуждение
Ниже представлены результатов расчётов, про-

ведённых для параметров мишени, характерных 
для монокристаллического кремния с помощью 
математического пакета Matlab (MathWorks, Inc.). 
Приемлемое для проведения практических расче-
тов приближение функции  0,p z z  для элек-

тронного пучка с энергией E0 = 20 кэВ было полу-
чено уже для n = 5:
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Результаты выполненных расчетов приведены 
на рис. 1. Видно, что кривые точных и прибли-
женных (формула (5)) представлений функции 

 0,p z z  в выбранном масштабе практически со-
впадают.

Оценка относительной погрешности между 
 p z  и   np z  для n = 5 следующая:

 5, =0,0914 %  p p .

Таким образом, погрешность результатов явля-
ется невысокой даже для относительно небольшо-
го n = 5, что говорит о хорошей сходимости ис-
пользуемой аппроксимирующей процедуры.

Результаты моделирования явления диффу-
зии неосновных носителей заряда (ННЗ), гене-
рированных электронным пучком в полупрово-
дниковом материале из кремния для выбранных 
значений электрофизических параметров полу-
проводника представлены на рис. 1─3.

На рис. 1 изображена концентрация по глу-
бине ННЗ, генерированных узким источником 
с центром, находящимся на глубине 1 мкм и ши-
риной 0,2 мкм (график отмечен непрерывной 
линией) и ее приближение c использованием 

5 рекурсивных функций (график крестиками). 
На рис. 2 изображена концентрация избыточ-
ных ННЗ после их диффузии, полученная с по-
мощью предлагаемой модели (1), (2) (график 
отмечен непрерывной линией) и ее приближе-
ние c использованием 5 рекурсивных функций 
(график отмечен крестиками). На рис. 3 изобра-
жены относительные погрешности вычислений 

     0 0 0, , ,    n nE p z z p z z p z z  для данных 
рис. 1 (кривая 1) и          n nE p z p z p z  
для данных рис. 2 (кривая 2).

Рис. 2. Концентрация избыточных ННЗ после их диф-
фузии, полученная с помощью предлагаемой модели (1), (2) 
(график отмечен непрерывной линией) и ее приближение 
c использованием 5 рекурсивных функций (график отме-
чен крестиками).

Рис. 1. Концентрация по глубине ННЗ, генерированных 
узким источником с центром, находящимся на глубине 1 
мкм и шириной 0,2 мкм (график отмечен непрерывной ли-
нией) и ее приближение c использованием 5 рекурсивных 
функций (график крестиками).
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Заключение
В работе предложена модифицированная мо-

дель диффузии ННЗ по глубине полупроводника 
с использованием аппроксимации узкого источни-
ка малой ширины, основанной на использовании 
тригонометрических выражений в виде рекурсив-
ных функций.

Аппроксимирующие функции являются не-
прерывными и аналитическими, они в большей 
степени, чем дельта-функция и ступенчатая функ-
ция отвечают реальному источнику, кроме того, 
в действительности тонкий источник имеет хоть 
и малую, но не нулевую ширину с нечеткими рас-
плывчатыми границами.

Исследования проведены при частичной финансовой под-
держке Мин обр науки РФ (проект № 1.6107.2011), а также 
Российского фонда фундаментальных исследований и пра-
вительства Калужской области (проект № 12–02–97519).
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