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Введение
Экспериментальные и теоретические исследо-

вания высокоскоростного затвердевания распла-
вов направлены на решение проблемы создания 
конструкционных материалов с повышенными 
эксплуатационными свойствами.

В первой части статьи [1] представлены ре-
зультаты теоретического исследования кинетики 
роста вершины дендрита при закритическом пере-
охлаждении однокомпонентного чистого распла-
ва. Дан вывод системы уравнений, определяющих 
скорость и кривизну плоской двумерной фазовой 
границы кристаллизации. Получена связь возму-
щения кривизны с возмущениями скорости, уско-
рения и другими параметрами линии роста.

Цель второй части статьи ─ продолжить иссле-
дование уравнения фазовой границы кристалли-
зации (ФГК), полученного в первой части статьи, 
а также изучить эволюционные свойства возму-
щений двумерной линии роста, в т. ч. определить 
корреляции «кривизна — скорость» и «кривиз-
на — скорость — ускорение» на вершине дендри-
та.

Эволюция возмущений ФГК
Малые возмущения линии роста вершины ден-

дрита подчиняются уравнению

 0 1 2 3( )tt yy t t tt yyf f f f f− α +α +α = α ; (1)

tfν = , yyfκ = .

Этот результат был получен в [1] после линеа-
ризации уравнения ФГК на точном решении ста-
ционарной формы. Здесь ( , )f y t  — малая добавка 
к основному решению; ( , )y tν , ( , )y tκ  — малые 
возмущения скорости и кривизны фазовой гра-
ницы. Процедуру вывода уравнения ФГК иллю-
стрируют рис. 1 и 2; необходимые пояснения из-
ложены в первой части данной статьи. Подробные 
выражения для 0 1 2 3, , ,α α α α  содержатся в записи 
уравнения (26) из [1]. Уравнение (1) имеет точное 
решение

 1
1 1 0exp( )( )f f tb E E −= α + , 1exp( )E yb= , (2)

1 1 0 3 2 0/ ( ) 0b = α α α −α α > , 1 0f < .

Выбором постоянной 1f  можно сделать это 
возмущение как угодно малым при 0t =  в окрест-
ности вершины 0y = .

Решение (2) имеет следующее физическое ис-
толкование. Пусть ФГК является квазиплоской, 
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Рис. 1. Геометрические параметры линии роста ден-

дрита
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т. е. ее кривизна 2 2
0 12 12(1 )K b b f= − +  есть величина 1-го 

порядка малости. Линия роста возмущенной ФГК 
имеет точку перегиба, координата которой ( )fy y t=  
определяется соотношением 0 0yyK f+ = , т. е.

2 1
1 1 0 01 exp( ) ( ) / ( )f ff b tb K E E −α = − + ,

( )f fE E y= .

В начальный момент времени 0t =  точка пере-
гиба расположена на малом расстоянии (0) 0fy >  
от вершины: 0 02 2

22 ( 1) /f fb E E= − , 0 ( (0)) 1f fE E y= > . 
Априорное задание малой константы 2

2b  эквива-
лентно выбору начального значения (0)fy . Точка 
перегиба движется вниз, к оси дендрита со скоро-
стью

2 2
0/ (1 ) / (1 ) 0f f fdy dt E E= + α − < . (3)

Решение (2) имеет физический смысл при 
[0 ]fy , y∈  в течение конечного интервала времени 

1[0 ]t , t∈ , где 2
1 1 0 2ln(1 )t b bα = + . При 1t t=  точка пе-

региба приходит на вершину, имея неограниченно 
большую скорость, т. е. /fdy dt →∞ . Эта особен-
ность решения связана с тем, что в конечном со-
стоянии 1t t=  происходит втягивание «носика» 
дендрита. А именно,

2
1 1 12( ; 0) 2 (1 ) 2 ( 0; 0) 0f t t y f b f f t y= = = + < = = = < . 

Таким образом, решение (2), (3) дает пример 
расщепления вершины квазиплоской ФГК, содер-
жащей точку перегиба в своем начальном ( 0)t =  
состоянии. Этот случай является дополнением 
к другим возможным вариантам расщепления 
вершины дендрита, изученным в [2].

Уравнение (1) допускает существование возму-
щения, неоднородного по координате и обладаю-
щего апериодической устойчивостью по времени:

1( , ) exp( )cosf y t f rt ky= − ,

0t ≥ , 1[0, )y y∈ , (4)

2 3 2
2 1 3 0( ) / ( )k r r r r= − α +α α −α ,

2 3 0( / )rα < < α α . (5)

Параметр затухания 0r >  должен находиться 
во внутренних точках интервала устойчивости 
(5), причем на конечном удалении от его левой 
и правой границ. Именно это требование обеспе-
чивает устойчивость решения (4). Рассмотрим ко-
ординату fy y= , для которой cos 0fky = . Уравне-
ние (1) и его решение (4) определены в малой 
окрестности вершины 1[0, )y . Если 1/ 2fy k y= π >>  
то локальное по y  решение (4) имеет знакопосто-
янную производную yyf  и описывает апериодиче-
ски устойчивое затухание возмущения. Если же 

1(0, )fy y∈ , то возмущение кривизны 2
yyf k f= −  

является знакопеременным, и решение (4) гово-
рит о том, что в начальном ( 0)t =  состоянии 
в окрестности вершины ФГК располагается пред-
вестник складки. Существенно и то, что возмуще-
ние кривизны зависит от параметра k по резо-
нансному типу: yyf ~ 2 cosk ky . Из формулы (5) 
следует, что если 0rα  стремится к 3α  со стороны 
меньших значений 0 3[ 0]rα = α − , т. е. если 

2 3 00 ( / ) 0r = α + = α α − , то 2k →∞ , и предвестник 
складки находится в малой окрестности вершины 
дендрита: 0fy = + . Значит, алгебраическое соотно-
шение 3 0 2α = α α  дает возможность вычислить 
верхнюю границу fK  значений кривизны, для ко-
торых не возникает складка в окрестности верши-
ны: 0 fK K< , т. е. имеем
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2
0

02
2

31
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2

f
cN LK L

U
cNL N L

U

∗

∗

⎛ ⎞
= − − −⎜ ⎟⎝ ⎠μ

⎛ ⎞γ− −⎜ ⎟μ⎝ ⎠

. (6)

Своеобразие данного режима возмущений 
в том, что параметр затухания r принимает боль-
шие числовые значения, поэтому даже если пред-
вестник складки существует, то он быстро зату-
хает за короткое время rt < γ . Числовые расчеты 
показывают, что для наблюдавшихся в экспери-
ментах [3─5] процессов роста верхняя граница 

fK  не достигается: апериодический режим (4) 
в этих случаях устойчивый.

Продольные колебания вершины дендрита
Уравнение (1) имеет точное решение:

1( , ) cos sinf y t f ky mt= ,

 0t ≥ , 1[0, )y y∈ ,
 (7)

Рис. 2. Взаимодействие линии роста с догоняющими 
ее характеристиками
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1 constf ≡ , 2
1 2 3 0 2/ ( )k = α α α −α α ,

 2
1 3 3 0 2/ ( )m = α α α −α α .

 (8)

Сначала обсудим режим роста, для которого 
параметры 2 2,k m  — конечные величины, и в из-
учаемой малой окрестности вершины 1[0, )y  
выполнены неравенства 0 cos (1 0)ky< < − , т. е. 

1( / 2 )fy k y= π >> . Ясно, что это относится к ден-
дритам, кривизна которых не достигает верхней 
границы (6): 0 fK K< ; см. анализ решения (4), 
(5), которое тоже содержит функцию вида cosky . 
Возмущение кривизны равно yyf = 2k f− , поэтому 
знаки возмущений f , yyf  в каждый момент вре-
мени противоположны друг другу. Функции f, yyf  
имеют одинаковую фазу колебаний во времени. 
Пусть, например, 1 0f < . Тогда возмущение ( , )f y t  
идет из начального ( 0t = ) состояния в сторону ро-
ста: происходит вытягивание «носика» дендрита, 
а кривизна 0yyf >  возрастает, достигает максиму-
ма при / 2mt = π , а затем уменьшается. При mt = π  
возмущения f, yyf  обращаются в ноль; далее знак 

yyf  становится отрицательным, начинается ста-
дия расщепления вершины: происходит втягива-
ние «носика». При 1 0f >  процесс роста идет в об-
ратной последовательности.

Гармоническое решение (7) является частным 
случаем более общего варианта, учитывающего 
затухание:

 1( , ) cos exp( )sinf y t f ky rt mt= − , (9)

2
1 0/k H H= , 2

2 0/m H H= ,

3 0 2 00 2H r= α −α α + α ,

22 2
2 1 2 11 29 (3 9 2 )H r r r= α +α α − α + + α ,

2
1 3 0 2 3 0 32 2[ ( 3 ) 2 2 ]H r r r= α α + α α + α − α − α α .

При 0r =  решение (9) дает (7). При 0r <  про-
цесс роста неустойчивый: f , t→∞ →∞ . Физи-
чески содержательное устойчивое во времени 
решение имеем при положительных значениях r, 
взятых из малой правой окрестности нуля, 0r = + . 
Условия 2 0k > , 2 0m >  выполнены при 0r = ± . Воз-
мущение скорости tf  имеет сдвиг фазы колебаний 

1 ( / 2) arctgβ = π + β , /r mβ =  по отношению к фазе 
колебаний возмущения кривизны. Для возмуще-
ния ускорения ttf  аналогичный сдвиг фазы ра-
вен 2

2 arctg[2 / ( 1)]β = β β − . Возмущение кри визны 
yyf  имеет локальные экстремумы по отно шению 

к аргументу t: ( ) / 0yyf t∂ ∂ = , 0arctg( / )mt m r n= + π , 
где 0 0, 1, 2,...n =  — целое число. Именно в эти мо-
менты времени равно нулю возмущение скорости. 
В момент времени 1t t= , когда появляется первый 

экстремум, имеем: 0 0n = , 1 ( / 2)mt < π  при 0r = + ; 
0 1n = , 1 ( / 2)mt > π  при 0r = − .
Рассмотрим на вершине относительную вели-

чину возмущения кривизны, взяв
1( 0, ) / ( 0, ( / 2))yy yy yyf f y t t f y mt= = = = = π .

Здесь в знаменатели дроби стоит возмуще-
ние кривизны в предшествующий/последующий 
момент времени по отношению к времени 1t t=  
достижения экстремума в неустойчивом/устойчи-
вом процессе роста. Тогда получаем

2 1/2exp ( ) / (1 )yyf B= ± β +β ,

( ) [( / 2) arctg(1/ )]B β = β π − β .

Значение 0r = , т. е. режим незатухающих ко-
лебаний (7) на вершине, является порогом, раз-
деляющим состояния «устойчивость — неустой-
чивость». Зависимость yyf  от  имеет экстремум 
именно при 0 : ( ) / 0yyr f= ∂ ∂β = , 0β = . Этот порог 
естественным образом связан с относительной 
величиной возмущения кривизны yyf . Разложим 
функцию ( )B β в ряд Тейлора вблизи 0β =  и в ли-
нейном приближении оценим остаточный член 
ряда с учетом того, что 2 2/ 2d B dβ =  при 0β = ±
. Тогда оказывается, что для неустойчивого про-
цесса роста ( 0)r = −  относительная величина за-
острения вершины не достигает единицы: 1yyf <
. В случае устойчивого периодического режима 
затухания ( 0)r = +  имеем 1yyf > .

Вернемся к решению (7). Если кривизна ден-
дрита приближается слева к верхней грани-
це (6), 0 0fK K= − , т. е. 0 2 3 0α α = α − , то k →∞
, m →∞ . Это значит, что в малой окрестно-
сти вершины существует предвестник складки 

1[ (0, ), cos( ) 0]f fy y ky∈ = , функция cosky  стано-
вится знакопеременной. Возникновение этого 
предвестника сопровождается неограниченно 
большой частотой колебаний m по времени. Дан-
ный результат можно сформулировать в терминах 
теории стоячих волн. Решение (7) есть сумма двух 
встречных бегущих волн вида sin( )ky mt± , поэто-
му вблизи вершины предвестником складки явля-
ется асимптотически близкая к нулю длина вол-
ны 2 / 0kπ = + . Квадрат фазовой скорости волны 
равен 2

3 20 /χ = α α  и убывает по мере заострения 
вершины дендрита, 2

00( ) / 0K∂ χ ∂ < . Простые рас-
четы дают качественную оценку:

2 2
0 0/ Nχ ~ [ / ( )] 1L L L∗ ∗+ < .

Различие между апериодическим (4) и гармо-
ническим (7) режимами обусловлено величиной 
параметра k, т. е. местоположением предвестника 
складки. Режим роста, при котором / (2 )fy k= π  
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определяется значениями 2( )k r  из интервала (5), 
сопровождается апериодической устойчивостью 
возмущения во времени. Гармоническому режи-
му колебаний соответствует параметр k, кото-
рый определяется формулой (8). Здесь важно то, 
что при 2 0r = α +  функция (5) для 2( )k r  асим-
птотически приближается к значению 2k  в (8), 
но не совпадает с ним. Расчеты показывают, что 

2 2
2 2( 0) ( )k r k r= α + > = α , т. е. для гармонического 

режима колебаний предвестник складки располо-
жен дальше от вершины, чем в ангармоническом 
случае.

Уравнение (1) имеет приближенное решение:
2 2

1 1 1 2( , ) exp( )cos( )f y t f l y m t l y= − − , (10)

которое справедливо в окрестности вершины 
с точностью до членов 2( )yΟ .

Здесь

 2 2
1 3 3 0 210 / ( )m m< < α α α −α α ≡ , (11)

2 4
1 2 3 0 1 0 01 1[ ( ) ] / (2 )l m m l= α α −α α +α ,

3
2 3 0 2 1 31 1[ ( ) ]l m m= α −α α − α α ,

2 2 2
0 3 0 1l m= α +α .

В данном классе возмущений линии роста ча-
стота колебаний 1m  не превосходит частоту m  
гармонического решения, а именно, интервал ча-
стот находится слева от частоты m  режима сто-
ячей волны (7). Числовое значение 1m  зависит 
от внешних по отношению к дендриту условий 
роста. Ограничение (11) есть следствие неравен-
ства 1 2 0m l < , которое означает, что в структуре 
решения (10) отсутствует линия 2

1 2( / )y tm l= −
, существование которой противоречило бы фи-
зической сущности задачи. Специфика решения 
(10) в том, что даже для асимптотического вари-
анта 3 0 2 0α = α α +  параметр 1l  положителен, т. е. 
решение (10) — устойчивое. Значит, если часто-
та колебаний 1m  на вершине не является слиш-
ком большой [см. оценку (11)], то процесс роста 
остается устойчивым и при кривизне 0 0fK K= − , 
асимптотически приближающейся к верхней гра-
нице (6).

Корреляция «кривизна — скорость»
Присоединим к дифференциальным уравнени-

ям (22), (23) из [1] дополнительную связь

( , ) ( ) ( )K K A N K N AP N≡ = + ,

 tA N≡
 (12)

и рассмотрим переопределенную систему трех 
уравнений для двух неизвестных функций 

( , ), ( , )K y t N y t . Зависимость (12) между скоро-
стью и кривизной содержит явно ускорение ФГК, 
и в этом смысле является нелокальной по скоро-
сти. После подстановки (12) в УФГ [см. (22) из [1]] 
и выделения двух групп слагаемых, содержащих 
A  и 2A , получаем следующие выражения:

 2 2
2 2 22 ( )dPU N U N P P NL U

dN
= + γ − ; (13)

 

2
2 2

22 3

2

32 (2

)

( )

dK cU N N P U N K
dN

U cN L N N

K NL U L L

∗

∗

= + +
μ

+ − − +
γ μ

+ γ − − −

 



; (14)

 

2
22

2 2 3

2 2
2

( 2 )

0

LN L U NP N q
t

U cK N N L N

cN U K

∗
υ

∗

⎛ ⎞∂ γ + + + +⎜ ⎟⎝ ⎠∂ γ
⎛ ⎞

+ − + −⎜ ⎟⎝ ⎠γ μ
⎛ ⎞

− + =⎜ ⎟⎝ ⎠γμ





. (15)

Уравнения (13), (14), (15) вместе с уравнением 
t yyK N=  [см. (23) из [1]] образуют переопределен-

ную систему, которая имеет элементарное реше-
ние 1 constN N= ≡ . При 1N N=  (15) дает решение 
стационарной формы, совпадающее с (25) из [1]: 
нужно только переобозначить 0 1N N↔ . Проинте-
грировав (13), находим

 5/21/2
11 1 11 1exp( ) / [1 ( / )]P P M M P JΡ= −γ − γ , (16)

1

4 2( ) exp( )PJ d
ζ

ζ
ζ = ζ −ζ ζ∫ ,

M N= − , 1 1M N= − , 1/21/2
1Mζ = γ ,

1/21/2
1 1 1Mζ = γ , 1 2/ (2 )L Uγ = γ ,

1/2
1 11 1 1 1exp( )P P M M= −γ ,

где 11P – произвольная постоянная, выбор которой 
позволяет удовлетворить начальному условию 

1 1( )P P N= . Интеграл ( )PJ ζ  нетрудно записать че-
рез так называемый интеграл вероятности erf( )ζ
; эти подробности здесь не приводятся. Функция 

( )P N  характеризует нелокальные по скорости 
свойства кривизны ФГК; константа 11P  является 
параметром нелокальности. При ( ) 0P N ≡  реше-
ние уравнения (14) записывается в квадратурах:

1( ) exp( )[ ( )]KK K N K J≡ = −Φ + ζ , (17)

1/2
1 1 1 1 1( ), ( ) ln( / )K K N M M M M= Φ = γ − + ,

1/2
1 1 1 2 2 1( ) exp( )( ) / (2 )KJ M J J U Mζ = −γ + ,
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1

1/2 2
1 1( ) [2( ) / ] exp( )J L L d

ζ

∗
ζ

ζ = − + γ ζ ζ∫ ,

3/2 2 2( ) [6 / ( )] exp( )J c dζ = − μγ ζ ζ ζ∫ .

Обозначения здесь такие же, как в (16). Функ-
ция (17) представляет собой K─N корреляцию, 
которая содержит в своей структуре так называ-
емый интеграл вероятности мнимого аргумен-
та erfi( )ζ . Согласно (17), зависимость кривизны 
от модуля скорости M является монотонно убы-
вающей, т. е. / 0dK dM < . Для наглядности за-
пишем это неравенство на вершине 0y =  в виде 
( / ) / ( / ) 0dK dt dM dt < . Следовательно, на стадии 
ускорения ( / 0dM dt > ) имеем / 0dK dt < , зна-
чит, происходит затупление вершины дендрита. 
На стадии торможения ( / 0)dM dt < происходит 
заострение вершины, т. е. / 0dK dt > . Именно та-
кие закономерности роста наблюдались экспери-
ментально [6] для дендрита льда в переохлажден-
ной воде. Морфологические свойства линии роста 
на стадиях торможения/ускорения изучены в [7].

В общем случае уравнение (14) не удается про-
интегрировать в явном виде. Но здесь важно то, 
что формулы (13), (14) дают возможность вычис-
лить производные /dP dN , /dK dN  в точке 1N N=  
и, тем самым, определить соответствующие при-
ращения функций ( ), ( )P N K N . Это обстоятель-
ство является центральным пунктом процедуры 
линеаризации изучаемой переопределенной си-
стемы уравнений: 1( , ) ( , ), 0,N y t N y t t= + ν ≥  где 

( , )y tν  — возмущение скорости ФГК в окрестно-
сти вершины дендрита. Опустив промежуточные 
аналитические преобразования, сформулируем 
результаты.

В случае K ─N  корреляции (17) решение пе-
реопределенной системы линейных уравнений 
имеет вид:

1( , ) exp( )cosy t rt kyν = ν − ;

1 12
1 1

122 2
11 1 2 11 1

2
[ ( )]

2

cN cNr L K N L

NK N L N K U L N
U

⎛ ⎞
γ = + − +⎜ ⎟⎝ ⎠γμ μ

+ γ + + − γ
;

11 1
3cN L L N∗= + −
μ

;

2
2 1

12 1
cNUN L N∗= + −

γ μ
;

2 1 11 1 1 2 1
32 ( )cU N r N L L K U L N∗= − − − − γ
μ

;

2
11k r r= , 0r > .

Следовательно, в данном режиме роста воз-
мущение скорости обладает апериодической 

устойчивостью во времени и при любом конеч-
ном 1 1( )K K N=  отсутствует предвестник складки: 
0 k< < ∞ ; см. обсуждение решения (4).

Для нелокальной зависимости (12), (16) реше-
ние переопределенной системы линейных урав-
нений существует в рамках ограничения 1N N= , 

/ 0dK dN =  и имеет вид:

1 cos cosky mtν = ν ;

2 2
2 1 1/ ( 2 ) 0m m L U N P= γ + > ;

2
1 122

01 1 2 101
2cN cNm K L N K U N∗
⎛ ⎞

= − − −⎜ ⎟μ γμ⎝ ⎠
;

2
2 1

1 1 1 2 1 01

1 01 2 1

2

3 ( )

cNUN P L N U N K

c N L L K U L N

∗

∗

⎛ ⎞
+ − − =⎜ ⎟γ μ⎝ ⎠

= − − − − γ
μ

;

2
01 2 1 2 1 11 1 1 121(2 )K U P N U L N N P N N− + γ = + ;

01 1( )K K N=  ; 2 2
1k m P= .

Параметр нелокальности 1P  [см. выражение 
(16) и сопутствующие ему формулы] находится 
в интервале

11
1 1

12 2 1
( )

2 (1 )
N LN P
N U

γ< − <
+ ε

,

10 1< ε < ,

где 1ε  — любое конечное число в правой окрест-
ности нуля. Нетрудно видеть, что 01 1/ 0K P∂ ∂ >
. В данном режиме роста возмущение скорости 
колеблется во времени по гармоническому зако-
ну, и отсутствует предвестник складки: 0 k< < ∞ ; 
см. обсуждение решения (7).

Заключение
В данной работе представлены физически со-

держательные классы возмущений линии роста. 
Дан пример расщепления вершины квазиплоской 
ФГК, имеющей точку перегиба в своем начальном 
состоянии. Изучены условия возникновения пред-
вестника складки в окрестности вершины для 
апериодического и гармонического во времени 
режимов возмущений. Установлены свойства сто-
ячей волны возмущения линии роста. Получена 
формула (6) подсчета верхней границы значений 
кривизны, для которых складка не возникает. Ука-
заны локальный и нелокальный по скорости ва-
рианты корреляции «кривизна — скорость ФГК». 
Предметом дальнейших исследований являют-
ся закономерности формирования нелинейных 
структур и резонансные процессы на поверхно-
сти роста кристалла в переохлажденном расплаве.
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Kinetics of dendrite tip growth in the supercooled melt
Part II. The analytic structure of perturbations for growth lines
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The physical law for occurrence of instability on a two-dimensional dendrite tip at crystallization 
from the supercooled melt has been obtained. Investigated is the correlation for «a curvature of 
phase boundary — a rate of crystal growth».
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