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Математическая модель управления МЛА с использованием
метода пропорциональной навигации в программе МАТЛАБ

С.П. Тимошенков, А.П. Кульчицкий.

Рассмотрен вариант построения автономной системы управления на МЭМ- ДУСах, 
для вращающихся по крену МЛА. Разработана математическая модель управления МЛА 
с использованием метода пропорциональной навигации.
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Введение
В настоящее время весьма широко востребо-

ванными приборами являются бесплатформен-
ные инерциальные системы навигации (ИНС) 
и ориентации на основе МЭМС (микроэлектроме-
ханические системы). Данные системы, куда вхо-
дят микроэлектромеханические (МЭМ) датчики 
угловой скорости (ДУС), применяются в мобиль-
ных телефонах, различных видах навигаторах, ро-
ботах, беспилотных летательных аппаратах и т. д. 
[1─3].

В числе российских разработчиков инерциаль-
ных систем навигации и ориентации являются та-
кие организации как, например, ООО «ТеКнол», 
который разработал навигационные системы 
«КомпаНав» для наземного транспорта и беспи-
лотных летательных аппаратов [4], НПО «ПРО-
ГРЕСС» ─ бортовую информационно-управляю-
щую систему «ГАЛС-Д1М» [5], в состав которой 
входит ИНС на основе МЭМС, ИКИ РАН ─ при-
бор астронавигации БОКЗ-М с системой ориента-
ции на МЭМ-ДУС [6, 7] и т. п.

Одно из перспективных направлений исполь-
зования систем ориентации на основе МЭМС ─ 
автономные системы управления (АСУ), разме-
щенные на борту вращающихся по крену малых 
летательных аппаратах (МЛА), задача которых 
состоит в обеспечение сближения МЛА с объек-
том встречи (цели), управляя движением МЛА, 
по какому-либо информационному сигналу, иду-
щего от объекта, а также по навигационным па-

раметрам МЛА [8─10]. АСУ с системами ориен-
тации, построенными на МЭМ-ДУС, позволяют 
использовать метод пропорциональной навига-
ции в МЛА, имеющих меньшие массогабаритные 
параметры по сравнению с существующими 
[10─12].

Для проведения теоретического анализа лю-
бой сложной системы необходимо построить ее 
математическую модель. В данной работе рассмо-
трен вариант построения математической модели 
работы АСУ и движения МЛА.

Формирование бортовой АСУ МЛА
Рассмотрим осесимметричный МЛА с аэро-

динамической схемой управления «утка» с АСУ, 
сформированной из следующих основных узлов: 
блока сканирования, блока навигации и ориента-
ции и блока обработки сигналов и управления.

Блок сканирования (БС) определяет пеленг 
цели ( ),y zϕ ϕ  относительно осей OY и OZ связан-
ной системы координат (СК) и имеет следующие 
параметры:

- диапазон измерения углов пеленга ,y zϕ ϕ  = 
±20°;

- среднеквадратичное отклонением (СКО) 
углов пеленга _ , _y zϕ ϕσ = 0,1°;

- диапазон дальности сканирования 60─1000 
м;

- частота выдачи данных ν  = 30 Гц.
Блок навигации и ориентации (БНО) измеряет 

угловые скорости вращения МЛА ( ), ,x y zω ω ω  от-
носительно связанной СК и состоит из трехосево-
го МЭМ-ДУСа ФГ-3О, разработанного в МИЭТ, 
чувствительные оси которого совпадают с осями 
связанной системы координат (СК), и датчика 
температуры, необходимого для коррекции нуля, 
со следующими параметрами:

- диапазон измерения угловой скорости по оси 
OX xω = 5000 град/с;
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- диапазон измерения угловой скорости по осям 
OY и OZ ,y zω ω = ±400 град/с;

— СКО угловой скорости , ,x y zω ω ωσ =1 град/с;
- диапазон измерения температуры T= –50. … 

+125 °C.
Блок обработки сигналов и управления (БО-

СиУ) состоит из высокоскоростного вычислителя, 
например, ПЛИС Xilinx, Altera и др. и выполняет 
следующие задачи: фильтрует угловые скорости 

, ,x y zω ω ω ; рассчитывает угловую скорость пово-
рота линии визирования цели (ЛВЦ); управляет 
движением МЛА с помощью аэродинамических 
рулей (АДР).

На конечном участке траектории движения 
МЛА, когда проводится управление движением 
МЛА, АСУ работает по следующей схеме: БО-
СиУ снимает с БНО значения угловых скоростей 
перемещения МЛА ( ) ( ) ( ), ,DUS DUS DUS

x k y k z kω ω ω  через рав-
ные промежутки времени Δtk, фильтрует и инте-
грирует их, а из полученных углов рассчитывает 
матрицы перехода за время Δtk. Далее, по данным 
пеленга и матрицы перехода, БОСиУ рассчиты-
вает угловую скорость поворота ЛВЦ ( ) ( )( ),y m z mϕ ϕ   
с помощью фильтра Калмана и, на основе полу-
ченных результатов, рассчитываются углы от-
клонения пар аэродинамических рулей в зави-
симости от угла поворота МЛА вокруг оси OX 

( ) ( ) ( ) ( )( ),
Ry m Rz m

δ γ δ γ .
На рис. 1 приведена функциональная блок-

схема работы АСУ на данном участке траектории.

Математическое описание движения МЛА
В математической модели МЛА рассматрива-

ется как абсолютно твердое тело, причем счита-
ется, что перегрузки, испытываемые МЛА при 
коррекции движения, находятся в рамках допу-
стимых значений, и деформацией МЛА. Другими 
словами, в процессе движения и управления ими 
можно пренебречь.

Рассмотрим движение МЛА в пространстве. 
Положение МЛА в пространстве определяется 
изменением координат центра массы МЛА с те-
чением времени (поступательное перемещение) 
и движением МЛА относительно центра массы 
(вращение относительно этой точки) [13, 14]. Дви-
жение центра массы МЛА будет рассматриваться 
относительной земной прямоугольной СК — 
OgXgYgZg, где ось OgYg противоположна по направ-
лению вектору ускорения свободного падения g



, ось OgXg направлена в сторону движения МЛА 
в начальный момент времени, ось OgZg достраива-
ется до правой тройки векторов. Движение МЛА 
относительно центра массы, т. е. исследование 
угловых перемещений, рассматривается относи-
тельно связанной СК OXYZ, где ось OX совпадает 
с продольной осью МЛА, оси OY и OZ совпада-
ют с осями пар АДР. Кроме того, учитывая, что 
аэродинамические силы зависят от направления 
вектора скорости центра массы МЛА, вводится 
скоростная прямоугольная СК — OXVYVZV — где 
ось OXV направлена по вектору скорости МЛА.

Для описания движения МЛА в пространстве 
воспользуемся уравнениями Бура и Эйлера [13, 
14]: ( ) ( )

( )
1

2

MLA MLAm V w V F

L L M

+ × =

+ω × =

  
  

Формула (1) описывает движение центра массы 
МЛА, где MLAV


 — вектор скорости МЛА; MLAV


  — 

изменение модуля вектора скорости; w
  — угловая 

скорость поворота вектора скорости; m  — мас-
са МЛА (не изменяется); A RF F F G= + +

  
 — силы 

действующие на центр массы: AF


 и RF


 — аэро-
динамические силы создаваемые корпусом (зави-
сящие от углов атаки α скольжения β) и АДР (за-
висящие от углов ( ) ( )Ry m

δ γ  и ( ) ( )Rz m
δ γ ); G


 — сила 

тяжести ( )G mg=
 

. Остальные силы не учитываем, 
так как они не оказывают существенного влияния 

Рис. 1. Функциональная блок-схема работы АСУ на конечном участке траектории движения МЛА.
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на МЛА на рассматриваемом участке траектории 
движения (сила Кориолиса и др.), либо их отсут-
ствия (сила тяги двигателя — 0P =


, ветер)) [14]. 

Решение данного уравнения проводится относи-
тельно скоростной СК.

Формула (2) описывает вращательные переме-
щения МЛА относительно центра массы, где L


 — 

момент импульса и ;x x y y z zL I i I j I k= ω ⋅ + ω ⋅ + ω ⋅
  

 
ω
  — угловая скорость вращательных пере-
мещений МЛА относительно связанной СК; 
I  — момент инерции; A R DM M M M= + +

   
 — сум-

ма моментов сил действующих на МЛА: AM


 и 
RM


 — аэродинамические моменты создаваемые 
корпусом МЛА (зависящие от углов α  и β ) и АДР 
(зависящие от углов ( ) ( )Ry m

δ γ  и ( ) ( )Rz m
δ γ ); DM


 — 

демпфирующий, зависящей от угловой скорости 
поворота МЛА [14]. Решение данного уравнения 
проводится относительно связанной СК.

Для решения поставленной задачи вводят-
ся четыре временных интервала: 1ktΔ = мкс — 
шаг решения дифференциальных уравнений 
и, k kt t k= Δ ⋅ , где k = 0, 1, 2… kp = 100; 100ptΔ =
мкс — шаг расчетов кватернионов перехода 
из земной СК в подвижные СК и p k pt t kΔ = Δ ⋅ , 

p pt t p= Δ ⋅ , 1, 2, 3... 333mp p= = ; 33,3mtΔ = мс — шаг 
расчетов угловых скоростей поворота ЛВЦ и вы-
дачи данных для управления МЛА и ,m p mt t pΔ = Δ ⋅  

m mt t m= Δ ⋅ , 1,2,3... 1ism
ism

m

tm m
t

⎡ ⎤
= = +⎢ ⎥Δ⎣ ⎦

, ismt  — пол-

ный временной интервал расчетов (максимально 
допустимое время полета МЛА до цели плюс не-

которое дополнительное время), ism

m

t
t

⎡ ⎤
⎢ ⎥Δ⎣ ⎦

 — непол-
ное частное.

Тогда из уравнений (1) и (2) составим систе-
му дифференциальных уравнений в проекциях 
на оси связанной и скоростной СК (с индексами 
S  — относительно связанной СК, V  — относи-
тельно скоростной СК), описывающих движение 
МЛА в промежутке времени ptΔ , с шагом ktΔ :

   
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

_ _ _

_ _

    

                                                      

V V

S k S k S k A k D x k R x k

V k S k

A k R k V k
MLA V k V k MLA V k

L L M M M

H

F F F
V w V

m

⎧
⎪ +ω × = + +⎪
⎪ ω = ⋅ω⎨
⎪

+ +⎪
+ × =⎪⎩

    
 

  
 

 (3)

где ( )V kω
  — отображение вектора ω  в скорост-

ной СК, H  — вспомогательная матрица перехода 
из связанной СК в скоростную через углы Эйлера-
Крылова.

Решения системы дифференциальных уравне-
ний проводилось методом Рунге_Кутта 4–5 по-
рядка функцией ode45.

Отображения векторов в земной, связанной 
и скоростной СК проводятся с помощью кватер-
нионов [15]:

,m pΦ  — кватернион перехода из земной СК 
в скоростную;

,m pΤ  — кватернион перехода из земной СК 
в связанную;

, , ,m p m p m pΓ =Φ Τ   — кватернион перехода 
из связанной СК в скоростную (волнистая линия 
над кватернионом обозначает сопряженный ква-
тернион).

Умножение кватернионов и отображение векто-
ров проводятся с помощью функций quantmultiply 
и quatrotate.

Координаты МЛА в земной СК рассчитывают-
ся по формуле:

( ) ( )

( ) ( )( )
_ , _ , 1

_ , 1 _ ,

2

MLA g m p MLA g m p

pMLA g m p MLA g m p

R R

V V t

−

−

= +

+ ⋅Δ
+

 

  ,

где ( )_ ,MLA g m pV


 — скорость МЛА в земной СК, и

( ) ( ), ,_ , ,m p m pMLA g m p MLA m pV V=Φ Φ
    ,

а отображение силы тяжести в скоростной СК, 
на момент tl = 0, будет иметь вид:

( ) , ,0 m p g m pV kG G= =Φ Φ
   

При решении системы дифференциальных 
уравнений (3) получаем «истинные» значения 
угловых скоростей собственных колебаний отно-
сительно скоростной СК, угловой скорости пово-
рота вектора скорости МЛА, и значения углов для 
компонентов кватернионов Φ  и Τ , а так же углы 
α  и β . В работе [16] рассмотрен вариант филь-
трации значений угловых скоростей собственных 
колебаний МЛА, а в работе [17] приведен рас-
чет угловой скорости поворота ЛВЦ с помощью 
фильтра Калмана.

Суть метода пропорциональной навигации за-
ключается в том, что угловая скорость поворота 
вектора скорости МЛА ( )MLAw пропорциональна 
угловой скорости поворота ЛВЦ ( )LVw , согласно 
формуле:

MLA LVw c w= ⋅  ,

где c  — навигационный коэффициент.
Рассматривая формулу (1) относительно ско-

ростной СК видно, что угловая скорость поворота 
МЛА пропорционально силе перпендикулярной 
вектору скорости, а сила, в случае управления 
МЛА, можно считать пропорциональной углу от-
клонения рулей. Тогда, с учетом малости углов 
собственных колебаний, сила, создаваемая АДР 
в течении времени mtΔ , имеет вид:

( ) ( )
( ) ( )

0
_ _

0
_ _

V V

V V

R
R z uR y m u

R
R y uR z m u

F F t

F F t

⎧ = ⋅δ⎪
⎨

= ⋅δ⎪⎩



 ,
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( ) ( ) ( ) ( )( )__ sinR
u m u mLV my m u t c k arctgδ

ωδ = ⋅ ⋅ ω ⋅ γ + ζ
 ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )__ cosR
u m u mLV m LV mz m u t c k q arctgδ

ωδ = ⋅ ⋅ ω ⋅ γ + ⋅ ζ
 ,

( )

( )

_

_

LV y m
m

LV z m

ω
ζ =

ω
,

( )_ _ 1m u m u sk k−γ = γ + γ ,

где 0
RF  — коэффициент определяющий аэродинами-

ческие свойства рулей; ( ) ( )_
R

uy m u tδ   и ( ) ( )_
R

uz m u tδ   — 
углы отклонения АДР при 0 u mt t≤ ≤ Δ  и _ ,u kt m u t= ⋅Δ  

0 _ 1m

k

tm u
t

Δ≤ ≤ −
Δ

; _m uγ  — угол поворота МЛА во-

круг оси OX за время ut ; ( )LV mq – signum-функция.

Математическое описание
взаиморасположения МЛА и цели

Рассмотрим положение МЛА и цели в земной 
СК, как показано на рис. 2.

Радиус-вектор MLAr , соединяющий начало си-
стемы координат OgXgYgZg и центр массы МЛА, 
определяет положение МЛА в земной СК, вектор 

tarr  — положение цели. Вектор дальности LVr , ле-
жащий на ЛВЦ и соединяющий центр массы МЛА 
и цель, является естественной мерой расстояния 
между МЛА и целью [13].

LV tar MLAr r r= −   .

Дифференцируя полученное уравнение по вре-
мени, получим:

LV otn tar MLAV V V V= − = −
   

,

где LVV


 — скорость изменения линии визирова-
ния (скорость цели относительно МЛА), otnV


 — 

скорость МЛА относительно цели, tarV


 — ско-
рость цели.

Представив вектор LVr  в виде произведения 
модуля вектора rLV  и единичного вектора re :

LV LV rr r e= ⋅  ,

продифференцировав по времени, и проведя пре-
образования, как рассмотрено в [18], получим:

( ) 4LV r r LVV V w r= + ×
   

где rV


 — скорость изменения длины вектора LVr , 
rw  — угловая скорость поворота ЛВЦ.
С помощью уравнения (4) рассчитывается «ис-

тинная» угловая скорость поворота ЛВЦ, с кото-
рой проводятся сравнения.

Отобразив вектор дальности LVr  в связанной 
СК, с помощью кватерниона ,m p p=Τ  рассчитыва-
ются углы пеленга цели. «Зашумление» углов пе-
ленга ( )y mϕ  и ( )z mϕ  проводим с помощью функции 
randn.

Расчет мгновенного промаха — промаха, ко-
торый был бы, если, начиная с рассматриваемого 
момента времени, МЛА и цель двигались бы рав-
номерно и прямолинейно [13], проводится, для 
удобства расчетов, относительно скоростной СК 
по формулам:

( ) ( )
( ) ( )

( )

_ , _ ,
_ , _ ,

_ ,

V V
V

V

LV y m p LV x m p
V y m p LV y m p

LV x m p

V r
h r

V

⋅
= + ,

( ) ( )
( ) ( )

( )

_ , _ ,
_ , _ ,

_ ,

V V
V

V

LV z m p LV x m p
V z m p LV z m p

LV x m p

V r
h r

V

⋅
= + ,

( ) ( )( ) ( )( )2 2

, _ , _ ,m p V y m p V z m ph h h= + ,

а фактический промах minh , в процессе проведе-
ния пропорциональной навигации, это минималь-
ное значение модуля вектора дальности:

( )min _ min minLV LVh r r= = .

На рис. 3 приведена блок-схема алгоритма ма-
тематической модели АСУ МЛА.

Оконные приложение ввода-вывода
данных математической модели АСУ МЛА
Для удобства ввода-вывода данных матема-

тической модели АСУ МЛА и проведений ис-
следований были созданы оконные приложения 
с помощью утилиты GUIDE. На рис. 4 приведе-
но рабочее окно для ввода основных параметров 
МЛА и цели.

В выделенной области «Параметры МЛА» 
вводятся начальные параметры движения МЛА: 
скорость ( )0V , угол тангажа ( )0Θ  и начальные ко-
ординаты ( )0, 0X Z  в земной СК (обычно 0, 0,0Y⎡ ⎤⎣ ⎦ ), 
а в окно ( )0Y  выводится начальная высота МЛА, 
после расчетов углов пеленга ( )0 0,Y Zϕ ϕ , относи-
тельно скоростной СК.

В выделенной области «Доп. параметры» 
вводятся временные параметры необходимые для 
расчетов: ( )t nΔ  — шаг времени расчета систем 

Рис. 2. Взаимное расположение МЛА и цели в земной 
СК.
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Рис. 3. Блок-схема алгоритма управления МЛА АСУ.

дифференциальных уравнений; ( )t kΔ  — шаг вре-
мени расчета величин системы дифференциаль-
ных уравнений и фильтрации угловой скорости 
собственных колебаний МЛА; _t ism  — общее 
время одного расчета; ν  — частота данных о по-
ложении цели; N  — количество расчетов с задан-
ными параметрами МЛА и цели; _ _R LV ras  — 
расстояние между МЛА и целью, с которого 
начинается расчет угловой скорости поворота ли-
нии визирования цели.

В выделенной области «Параметры Цели» 
выводятся начальные параметры движения цели, 
координат и пеленга цели относительно скорост-
ной СК: 0_V t  — модуль постоянной скорости 
движения цели; Xχ  — угол между вектором ско-
рости и осью OgXg земной СК; _ _ maxR LV  — рас-
стояние между МЛА и целью, с которого начи-
нают проводится исследования движения МЛА, 

0 0,Y Zϕ ϕ  — углы пеленга относительно скоростной 
СК при _ _ maxR LV ; 0_ , 0_X t Z t  — координаты 
цели относительно земной СК (рассчитываются 
при выборе углов пеленга); _ _0h LV  — началь-
ный мгновенный промах.

При нажатии кнопки «Выбор параметров» 
выводится диалоговое окно для ввода величин: 

0_V t , Xχ , 0 0,Y Zϕ ϕ , _ _ maxR LV .
При нажатии кнопки «Расчет аэродинамиче-

ских параметров» выводится диалоговое окно 
для ввода аэродинамических параметров МЛА.

Рис. 4. Рабочее окно для ввода параметров МЛА и цели.
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При нажатии кнопки «Пуск» производится за-
пуск работы программы математической модели 
АСУ МЛА.

При нажатии кнопки «График» выводится 
диалоговое окно с возможностью выбора запуска 

необходимого диалогового окна «Исследование 
параметров движения МЛА» или «Анализ про-
маха МЛА», для проведения необходимых иссле-
дований. При выборе диалогового окна «Исследо-
вание параметров движения МЛА» запустится 

Рис. 6. Диалоговое окно «Анализ промаха МЛА».

Рис. 5. Диалоговое окно «Исследование параметров движения МЛА».
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приложение, приведенное на рис. 5. При выборе 
диалогового окна «Анализ промаха МЛА» запу-
стится приложение, приведенное на рис. 6.

Заключение
Разработанная математическая модель с до-

статочной точностью имитирует работу АСУ 
МЛА, а именно, проводит фильтрацию значений 
ДУСов, рассчитывает угловую скорость поворота 
ЛВЦ, управляет АДР. С помощью разработанной 
математической модели возможно проводить ис-
следования эффективности расчета угловой ско-
рости поворота ЛВЦ, эффективности управления 
АДР, углов пеленга, траектории движения МЛА, 
мгновенный и фактический промахи, а также ста-
тистический анализ промахов.
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