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УДК 533.9 
 

Обобщение решения уравнения Шафранова для нестационарного случая 
 

Н. Д. Наумов 
 

Предлагается метод обобщения решения уравнения Шафранова для описания 
неустановившегося движения плазмы со скоростью, пропорциональной расстоянию до 
центра симметрии. 
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Введение 

 

Построение точных решений нелинейной сис-
темы уравнений магнитной гидродинамики пред-
ставляет несомненный интерес. Для стационарного 
состояния аксиально-симметричной конфигурации 
плазмы задача сводится к решению одного урав-
нения [1]: 

 

2

2r

 


 – 
1

r r




 + 
2

2z

 


 = – 163r2 dp

d
 – 

2 2

2

8 dJ

dc




, (1) 

 

где  — магнитный поток через круг радиуса r, 
перпендикулярный оси z. Для заданного давления 
p() и полного тока через указанный выше круг 
J() решение уравнения (1) определяет распреде-
ление магнитного поля в плазме: 
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Точные нестационарные решения уравнений 
магнитной гидродинамики известны в случае од-
номерных неустановившихся движений плазмы, 
относящихся к классу движений сплошной среды, 
для которых скорости пропорциональны расстоя-
нию до центра симметрии, (см. [2, 3] и указанную 
там литературу). Целью данной работы является 
разработка метода, позволяющего обобщить ре-
шение уравнения (1) для описания неустановив-
шегося двумерного движения плазмы. 

 
 

Метод обобщения решения 
 

Для рассматриваемого класса движений ком-
поненты скорости плазмы имеют вид: 
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где g, , h — некоторые функции времени; точкой 
обозначается дифференцирование по времени. Эти 
движения называются также неустановившимися 
движениями с однородной деформацией, поэтому 
выражения для характеристик движущейся плаз-
мы можно получить следующим образом. Пусть 
известно решение уравнения (1) для некоторой 
плазменной конфигурации. Выделяя в этой кон-
фигурации характерные продольный и попереч-
ный размеры L, R, представим функцию  сле-
дующим образом: (r, z) = f(, ), где  = r/R,  
 = z/L. Из уравнения (1) для функции f найдем: 
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Как нетрудно проверить, в этом случае ско-
рость (3) и функция 
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где  = /g,  = /h, удовлетворяют уравнению не-
прерывности. Будем считать, что g(0) = h(0) = 1; 
тогда функция (, ) описывает начальное рас-
пределение плотности плазмы. 

Очевидно, что аналогичное (2) магнитное поле 
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где u = f(, ), удовлетворяет условию: divB = 0. 
Непосредственной проверкой можно убедиться в 
том, что для скорости (3) и магнитного поля (6) 
выполняется условие вмороженности силовых ли-
ний магнитного поля: 
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Будем считать, что давление движущейся 
плазмы имеет вид: 

 

P = p(u),                                (8) 
 

где  — некоторая функция времени. Для конкре-
тизации функции g, , h,  нужно подставить вы-
ражения (3), (5), (6), (8) в уравнение Эйлера, что 
приводит к следующему результату: 
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где введено обозначение: 
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Как следует из уравнения (3) и выражения 
(12), правая часть уравнений (9), (11) обращается в 
нуль, если g = h,  = 1/h4. Первое из этих условий 
может быть выполнено только при отсутствии 
вращения плазмы. В итоге получим, что выраже-
ния (3), (5), (6), (8) являются точным решением 
уравнений магнитной гидродинамики, если 
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где постоянная v определяется начальным значе-
нием скорости плазмы. 

 
 

Конфигурация с азимутальной плотностью  
тока 

 

Как видно из выражения (12), вопрос о по-
строении решения для неустановившегося дву-
мерного движения плазмы с g  h можно рассмат-
ривать только при J = 0, т. е. для конфигурации с 
азимутальным распределением плотности тока. 
Если в такой конфигурации неподвижной плазмы 
плотность тока пропорциональна радиальной ко-
ординате: 
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то для неустановившегося движения плазмы 
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где k = k(g, h) — функция времени. 
При J = 0 уравнения (9), (11) можно записать 

следующим образом: 
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При J = 0 из уравнения (3) следует, что в слу-
чае j = – k0r давление плазмы пропорционально 
магнитному потоку, т. е. dp/df = – , где  – посто-
янная величина, поэтому при j = – kr правая часть 
уравнений (14), (15) будет равна нулю, если  = 
= k/2c. 

Решение получающихся из (14), (15) обыкно-
венных дифференциальных уравнений позволяет 
конкретизировать фигурирующие в выражениях 
(3), (5), (6), (8) функции времени: 
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где постоянные v, w,  определяются начальным 
значением скорости плазмы. 

Таким образом, в случае J = 0 и постоянного 
значения производной dp/d решение уравнения 
(1) можно обобщить для описания неустановивше-
гося движения плазмы с разными коэффициента-
ми пропорциональности у составляющих скорости 
в продольном и поперечном направлении. 

 
 

Влияние внешнего поля 
 

Исходя из решения уравнения (1), описываю-
щего плазменную конфигурацию с азимутальным 
распределением плотности тока, можно получить 
стационарное решение уравнений магнитной гид-
родинамики для той же конфигурации в однород-
ном магнитном поле B0 = B0ez. Действительно, как 
нетрудно проверить, для V = 0e, где 0 — по-
стоянная величина, условие вмороженности сило-
вых линий магнитного поля rot[V(B0 + B)] = 0 эк-
вивалентно условию div(B0 + B) = 0. 

Далее, радиальное условие равновесия плаз-
менной конфигурации с азимутальным распреде-
лением плотности тока в магнитном поле B0 = B0ez 
имеет следующий вид: 
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Отсюда следует, что если выполняется ради-
альное условие равновесия при отсутствии внеш-
него поля: 
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то стационарное состояние плазменной конфигу-
рации сохранится и при ее вращении во внеш- 
нем поле, если плотность плазмы равна  =  

= – jB0/cr 2
0 . При j = – k0r распределение плот-

ности плазмы будет однородным: 
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Рассмотрим теперь неустановившееся движе-
ние такой конфигурации в однородном магнитном 
поле. Для постоянного внешнего поля магнитный 
поток через круг радиуса r, перпендикулярный оси 
z, равен 0 = B0r

2, т. е. f0 = B0R
22, u0 = B0R

22. 
Как следует из выражения (7), в случае движения 
плазмы со скоростью (3) для выполнения условия 
вмороженности силовых линий магнитного поля 
внешнее поле должно быть нестационарным: 
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Для неустановившегося движения плазмы в 
поле (17) азимутальная и продольная составляю-
щие уравнения Эйлера сохраняют тот же вид (10), 
(15), а изменится только радиальная составляю-
щая: 
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Это уравнение существенно упрощается, если 
j = – kr,  = 0/hg2,  = k/2c, dp/du = – : 

 

g  = 
2

3g


 – gh 2

0
0

k

k
.                   (18) 

 

Таким образом, по сравнению с предыдущим 
разделом внешнее поле (17) приводит к более 
сложной зависимости от времени функции g в вы-
ражении (16). Кроме этого, распределение плотно-
сти плазмы должно быть однородным. 

 
 

Тороидальная конфигурация 
 

Проиллюстрируем предлагаемый метод на 
примере решения уравнения (1) в виде тороидаль-
ной конфигурации плазмы [4]: 
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где R — радиус магнитной оси, A, ,  — посто-
янные, определяющие связь давления плазмы и 
полного тока с магнитным потоком: 
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В данном случае функция f имеет вид: 
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где введены обозначения: C = AL2R2/2, a2 = L2/( – 1). 
Если за границу плазмы принять магнитную по-
верхность  = C, то вблизи магнитной оси 
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где b2 = L2/( + 1), т. е. сечение тонкого торои-
дального шнура представляет собой эллипс с по-
луосями a и b. 

Исходя из выражения (19), для функции u 
найдем: 
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Эта функция вместе с выражениями (3), (5), (6), 
(8), (13) полностью определяет характеристики 
движущейся плазмы. 

При  = 0 будет конфигурация с азимуталь-
ным распределением плотности тока. Для этой 
конфигурации 
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Учитывая, что  = A/163, для функции  найдем: 
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Функция (20) вместе с выражениями (3), (5), 
(6), (8), (16), (21) полностью определяет характе-
ристики движущейся плазмы. 

Для неустановившегося движения конфигу-
рации (20) во внешнем поле (17) уравнение (18) 
принимает следующий вид: 
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Линеаризуя уравнение (22) при h = 1, для ма-
лых колебаний характеристик плазмы вблизи ее 
стационарного состояния найдем: 
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где постоянные w,  определяются начальной ско-

ростью плазмы, 2
0  = 32 + (2/ – 3) 2

0 . 
 
 

Заключение 
 

Полученные результаты показывают, что на 
основе любого решения уравнения (1) можно по-
строить точное решение уравнений магнитной 
гидродинамики, описывающее неустановившееся 
движение плазмы, азимутальная скорость которо-
го равна нулю, а радиальная и аксиальная состав-
ляющие скорости имеют одинаковый коэффици-
ент пропорциональности расстоянию до центра 
симметрии. 

Если у конфигурации с азимутальным рас-
пределением плотности тока давление плазмы ли-

нейно зависит от магнитного потока, то можно 
получить решение для неустановившегося движе-
ния этой конфигурации с разными коэффициента-
ми пропорциональности у составляющих скорости 
в продольном и поперечном направлении, в том 
числе с учетом вращения плазмы. Предлагаемый 
метод позволяет также получить решение уравне-
ний магнитной гидродинамики для неустановив-
шегося движения такой конфигурации во внешнем 
магнитном поле в случае однородного распреде-
ления плотности плазмы. 

Точные нестационарные решения уравнений 
магнитной гидродинамики могут быть использо-
ваны для тестирования программ численного мо-
делирования движения плазмы. 
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