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Об однородности скалярных и векторных потенциалов  
электрических и магнитных полей, однородных по Эйлеру 

 
А. С. Бердников, И. А. Аверин, Н. К. Краснова, К. В. Соловьёв 

 
Электрические и магнитные поля, однородные по Эйлеру, являются удобным инструмен-
том для разработки электронно- и ионно-оптических систем. Принцип подобия траекто-
рий, впервые применённый Ю. К. Голиковым, позволяет с помощью полей, принадлежащих 
этому классу, целенаправленно синтезировать корпускулярно-оптические системы с иде-
альными спектрографическими свойствами. До сих пор предполагалось само собой разу-
меющимся, что однородные по Эйлеру электрические и магнитные поля описываются по-
тенциалами, представляющими собой однородные по Эйлеру функции. В данной работе 
этот вопрос исследуется математически строго. Важным результатом является то, что 
для полей, однородных по Эйлеру с нулевым показателем однородности, утверждение об 
обязательной однородности скалярного потенциала не является справедливым (возможно 
присутствие аддитивной логарифмической добавки, не являющейся однородной функцией), 
но это является единственным исключением из рассмотренного правила. Однако для век-
торного потенциала утверждение о существовании у однородного по Эйлеру поля однород-
ного же векторного потенциала, обладающего соответствующим порядком однородности, 
будет справедливым при всех порядках однородности, включая нулевой. 
 
Ключевые слова: электрические поля; магнитные поля; потенциальные векторные поля; соле-
ноидальные векторные поля; функции, однородные по Эйлеру; принцип подобия траекторий в 
оптике заряженных частиц; уравнение Лапласа; теорема разложения Гельмгольца. 
 
 

Введение 
 
Электростатическими и магнитостатическими 

полями, однородными по Эйлеру, называются по-
ля, напряжённость или индукция которых являет-
ся функциями, однородными по Эйлеру в смысле, 
который придаётся этому термину в математиче-
ском  анализе  [1, 2].  А именно, при произвольных 
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значениях параметра 0   для напряжённости 

электростатического поля  , ,E x y z


 должно  

выполняться тождество  , ,E x y z   


 

 1 , ,k E x y z 


, а для индукции магнитостатиче-

ского поля  , ,B x y z


 – тождество  , ,B x y z   


 

 1 , ,k B x y z 


 (число k  является порядком од-

нородности соответствующего поля и не обязано 
быть натуральным или целым числом)*. Для дви-
жения заряженных частиц в такого рода полях 
справедлив принцип подобия траекторий [3–9], 

                                                 
* Здесь тождество однородности для напряжённости 

электрического поля и для индукции магнитного поля созна-
тельно использует степень k–1 вместо степени k, чтобы для 
скалярных и векторных потенциалов было выполнено тожде-
ство однородности со степенью k. Это позволяет сохранить 
систему обозначений, принятую в предшествующих работах 
по электрическим и магнитным полям, однородным по Эйле-
ру, в которых за основу бралась априорно предполагаемая 
однородность скалярного (векторного) потенциала, а одно-
родность компонент напряжённости электрического поля или 
индукции магнитного поля уже выводилась из этого факта. 
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предложенный Ю. К. Голиковым, и это позволяет 
использовать такие поля, в частности, для разра-
ботки электростатических энергоспектрографов 
[3–7, 10–12] и магнитостатических масс-спектро- 
графов [13–15] с идеально прямолинейными ли-
ниями фокусов и с равномерно высоким качеством 
фокусировки в любой точке линии фокусов.  
Простейшими примерами полей, однородных  
по Эйлеру, служат электрическое поле точечного 

заряда  , ,E x y z


 =  3 3 3
0 0 0, ,E x r E y r E z r , где 

2 2 2r x y z   , и магнитное поле линейного 

проводника с током     2 2
0, , ,B x y z B y x y  


 

  2 2
0 , 0B x x y  [16, 17]. 

Следует отметить, что классическая оптика 
заряженных частиц [18–20], задачей которой явля-
ется управление с помощью электрических и маг-
нитных полей достаточно плотными пучками за-
ряженных частиц (электронов и ионов), имеет 
свою специфику. Здесь исследователь имеет дело 
либо с достаточно медленно меняющимися поля-
ми, либо (наиболее частый случай) со статически-
ми полями. «Медленность» полей понимается в 
смысле сравнения характерного времени измене-
ния потенциалов на электродах, создающих элек-
трическое поле, и/или токов в катушках, создаю-
щих магнитное поле, по сравнению со временем 
распространения со скоростью света электромаг-
нитного возмущения в пределах габаритов устрой-
ства. В результате меняющиеся во времени поля, 
если они не превышают по частоте нескольких 
мегагерц, можно рассматривать в квазистатиче-
ском приближении – то есть, как статические по-
ля, умноженные на заданную функцию времени, 
соответствующую закону изменения потенциалов 
на электродах и/или токов в катушках [20]. В силу 
этого электростатические и магнитостатические 
потенциалы являются одним из основных рабочих 
инструментов в оптике заряженных частиц: а) рас-
чёт электрических и магнитных полей удобно 
осуществлять через аналитическое или численное 
решение уравнения Лапласа, записанного для ска-
лярного потенциала с «потенциальными» же гра-
ничными условиями, б) если известно электриче-
ское или магнитное поле, обеспечивающее 
оптимальное поведение пучка заряженных частиц, 
то профили проводящих электродов и/или профи-
ли магнитных полюсов с    , необходимые для 
создания такого поля, естественным образом оп-
ределяются как эквипотенциальные поверхности, 
вычисленные для скалярного электрического по-
тенциала и/или скалярного магнитного потенциа-
ла, соответственно. 

Также классическая оптика заряженных час-
тиц имеет дело с достаточно интенсивными пото-
ками ионов и электронов, начиная от нескольких 
сотен частиц в пучке и более. Поэтому квантовые 
эффекты для столь больших ансамблей частиц с 
некоррелированными состояниями практически 
незаметны (единственный квантовый эффект, ко-
торый оказывается необходимо учитывать – это 
дифракция электронов в электронных микроско-
пах, обусловленная корпускулярно-волновым дуа-
лизмом [19, 20]). В результате движение ионов и 
электронов с очень хорошей точностью можно 
рассматривать с помощью классической механики 
Ньютона или, в случае релятивистских скоростей, 
с помощью специальной теории относительности 
(СТО). Это не означает, что предмет оптики заря-
женных частиц становится тривиальным: хорошо 
управлять движением ионов и электронов, имея 
для этого в руках единственный и не слишком 
гибкий инструмент – электрические и магнитные 
поля, которые обязаны подчиняться уравнениям 
электромагнитного поля и удовлетворять законам 
сохранения энергии и др., в силу чего эти поля не 
могут быть совершенно произвольны, – не слиш-
ком-то просто. Тем не менее, возможность исполь-
зовать для расчётов электронно- и ионно-опти- 
ческих устройств уравнения механического дви-
жения сильно облегчает работу разработчиков 
этих приборов. 

Эта статья продолжает исследования электри-
ческих и магнитных полей, однородных по Эйлеру, 
применительно к целям оптики заряженных час-
тиц, которые были начаты в публикациях [9, 10, 
13–15, 21–24]. Уже отмечалось выше, что принцип 
подобия траекторий [3–9] позволяет использовать 
электростатические и магнитостатические поля, 
однородные по Эйлеру, как эффективные энерго-
спектрографы [3–12] и как эффективные масс-
спектрографы [13–15, 21, 22]. Однако этим отнюдь 
не ограничиваются перспективы использования 
такого рода полей для создания разнообразных 
приборов оптики заряженных частиц с полезными 
свойствами. В работе [23] даны соответствующие 
определения и рассмотрена общая задача синтеза 
оптических схем, применяемых для решения задач 
оптики заряженных частиц, с помощью функций с 
целочисленным порядком однородности по Эйле-
ру. В публикациях [10, 12, 14, 25] показана целе-
сообразность применения для этих целей электри-
ческих и магнитных полей с нецелочисленными 
(дробными) порядками однородности, теория ко-
торых, к сожалению, разработана не столь под-
робно, как теория гармонических потенциалов  
с целочисленными порядками однородности  
(см. [23, 25–28]). Примеры аналитических формул 
для потенциалов электрических и магнитных по-
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лей, являющихся однородными по Эйлеру и ха-
рактеризуемых нецелочисленными порядками од-
нородности, можно найти в [29–33]. Эффективный 
численный способ вычисления электрических и 
магнитных полей, являющихся однородными по 
Эйлеру, рассматривается в публикации [12, 22]. 

Как правило, предполагается без доказа-
тельств, что у полей, однородных по Эйлеру 
(удовлетворяющих тождествам  , ,E x y z   


 

 1 , ,k E x y z 


 или  , ,B x y z   


  1 , ,k B x y z 


), 

потенциал также является однородной по Эйлеру 
функцией. Прямое утверждение справедливо и 
очевидно: если скалярный или векторный потен-
циал являются однородными по Эйлеру функция-
ми, то в силу свойства однородности у производ-
ных однородных функций [1, 2] соответствующее 
поле будет, безусловно, однородным по Эйлеру. 
Однако обратное утверждение, что потенциал од-
нородного по Эйлеру поля будет однородной по 
Эйлеру функцией (точнее, что среди возможных 
выражений для скалярного или векторного потен-
циала найдётся функция, однородная по Эйлеру), 
обеспечивается исключительно интуицией и, как 
оказывается при ближайшем рассмотрении, явля-
ется не вполне верным. 

Целью данной статьи является исследование 
вопроса: действительно ли из того, что трёхмерное 
векторное поле (напряжённость электрического 
поля, индукция магнитного поля) является одно-
родной по Эйлеру векторной функцией, следует, 
что скалярный потенциал либо векторный потен-
циал рассматриваемого векторного поля тоже яв-
ляется однородной по Эйлеру функцией? Оказы-
вается, что если поле является однородным по 
Эйлеру с нулевым порядком однородности, то его 
скалярный потенциал может содержать неустра-
нимую аддитивную логарифмическую добавку, 
так что такой скалярный потенциал не может быть 
преобразован в функцию, однородную по Эйлеру. 
Во всех же остальных случаях если у векторного 
поля имеется скалярный потенциал (для этого не-
обходимо и достаточно, чтобы ротор векторного 
поля равнялся нулю [34]), то среди всех скалярных 
потенциалов, отличающихся друг от друга на ад-
дитивную константу, обязательно найдётся потен-
циал, однородный по Эйлеру. Удивительно, но для 
векторного потенциала (если он существует, для 
чего необходимо и достаточно, чтобы дивергенция 
векторного поля равнялась нулю [34]) это не так:  
у однородных по Эйлеру электрических полей  
(в области, свободной от зарядов и диэлектриков) 
и однородных по Эйлеру магнитных полей при 
любом порядке однородности среди имеющихся 
разнообразных векторных потенциалов обязатель-
но найдётся векторный потенциал, однородный по 
Эйлеру.  

Доказательство высказанных утверждений 
приводится далее. Следует отметить, что доказан-
ные в работе теоремы справедливы для произволь-
ных трёхмерных вектор-функций, однородных  
по Эйлеру, а не только для электростатических  
и магнитостатических полей, удовлетворяющих 
уравнениям Максвелла. 

 
Теорема об однородности  

скалярных потенциалов для безвихревых 
трёхмерных полей, однородных по Эйлеру 

 

Возьмём электростатическое поле  , ,E x y z


 

или магнитостатическое поле  , ,B x y z


. В соот-

ветствии с уравнениями Максвелла, записанными 
в дифференциальной форме [16, 17], для электро-
статического поля везде, за исключением точек 
недифференцируемости, выполнено условие 

 rot , , 0E x y z 


, а для магнитостатического поля 

условие  rot , , 0B x y z 


 выполнено везде, где 

дополнительно отсутствуют электрические токи и 
магнитные материалы. Обращение ротора вектор-

ного поля  , ,f x y z


 в ноль в соответствии с фор-

мулой Стокса  rot
S S

fdl f dS


 
  

  [35] гарантирует 

обращение в ноль интеграла по любому замкнуто-
му контуру, целиком лежащему в односвязной об-
ласти, в каждой точке которой векторное поле 
имеет непрерывные производные второго порядка. 
Отсюда следует, что криволинейный интеграл от 
векторного поля от точки до точки не зависит от 
пути интегрирования, а только от расположения 
точек. Тем самым скалярная функция координат – 
криволинейный интеграл векторного поля от фик-
сированной точки до произвольной точки про-
странства – будет определена корректным обра-
зом, а градиентом (точнее, анти-градиентом) такой 
функции, которая и представляет собой искомый 
скалярный потенциал, будет рассматриваемое век-
торное поле. (Односвязность области, на которую 
не всегда обращают должное внимание, является 
важным моментом, равно как и существование в 
любой точке области непрерывных частных про-
изводных второго порядка, но рассмотрение по-
добных математических деталей выходит за пре-
делы основной темы.) 

Если электрический потенциал  , ,U x y z  или 

скалярный магнитный потенциал  , ,x y z  [35] 

являются однородными по Эйлеру функциями, то 
очевидно, что соответствующее электрическое или 
магнитное поле будет однородным по Эйлеру (это 
следует из правила дифференцирования однород-
ных по Эйлеру функций [1, 2]). Обратное, вообще 
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говоря, не обязательно верно и нуждается в обос-
новании. В этом разделе математически строго 
доказывается, что для электрических и магнитных 
полей, однородных по Эйлеру с ненулевым поряд-
ком однородности, скалярный потенциал обязан 
быть функцией, однородной по Эйлеру с поряд-
ком однородности, равным порядку однородности 
электрического или магнитного поля, если пра-
вильно выбрать аддитивную константу для потен-
циала. В случае же 0k  , который рассматривает-
ся отдельно, кроме функции, однородной по 
Эйлеру с нулевым показателем однородности, по-
тенциал может содержать аддитивную логариф-
мическую добавку, не являющуюся однородной 
функцией. 

Далее изложение ведётся для электростатиче-
ского поля, для которого использование скалярно-
го потенциала является естественным выбором. 
Выкладки без изменений переносятся на магнито-
статическое поле, заданное в односвязной области 
пространства без электрических токов и магнит-
ных материалов с помощью скалярного магнитно-
го потенциала  , ,x y z  [35]. 

Рассмотрим случай 0k  . Из условий 

   , , , ,U x y z E x y z ds    
 

 и 

   1, , , ,kE x y z E x y z    
 

 при интегрировании 

вдоль луча  , ,x y z    следует, что 
 

   

   1

, , , ,

1
, , , , ,

k

U x y z U x y z

E x y z rd E x y z r
k



    

 
       

       (1) 

 

где  , ,r x y z


 – это вектор, направленный из 

начала координат в начальную точку интегриро-
вания  , ,x y z  (длина отрезка между  , ,x y z    и 

      , ,d x d y d z         , как легко проверить, 

равна 2 2 2d x y z   , т. е. r d
 , поэтому ds rd 

  ). 

Рассмотрим теперь интеграл  , ,E x y z ds
 

 между 

двумя точками  , ,a a a ar x y z


 и  , ,b b b br x y z


, 

лежащими на поверхности зафиксированной сфе-

ры 2 2 2 constx y z   . Его можно вычислить 
вдоль пути S , целиком лежащем на поверхности 
сферы, а можно сперва пройти по лучу ar


, по 

масштабированному в   раз пути S S    и вер-
нуться назад по лучу br


 – результат должен быть 

одинаковым. В итоге для приращения потенциала 

     b a
S

U U r U r E s ds    
   

 между двумя 

точками рассматриваемой сферы выполнено ра-
венство: 

     

      

    

1

1

1

1

a a b b
S

k
k

a a b b
S

k
k

a a b b

U E r r d E s ds E r r d

E r r E r r E s ds
k

E r r E r r U
k



 

          

 
     

 
     

  



       

       

    

  (2) 

 

(здесь    1k
a aE r E r  

  
,    1k

b bE r E r  
  

, 

     1kE s E s E s    
    

 и  ds d s ds    
  

). 

Тем самым, при 0k   ,a br r
 

 выполняется равен-

ство         1
b b a a b aE r r E r r U r U r

k
   

      
 и, 

следовательно, для всех точек сферы 

    0
1

U r E r r U
k

  
  

, где константа 0U  пока что 

зависит от выбранной сферы 
2

constr 


. С учётом 

(1) получаем соотношения: 
 

     

     0 0

1

1 1
,

k

k k

U r E r r U r
k

E r r E r r U E r r U
k k k

 
    

  
      

   

       
 

    0 ,
k

U r E r r U
k


   

  
 

      0 ,
k

U r E r r U
k


   

  
 

    0 0 ,kU r U U r U     
 

 
 

где r


 принадлежит выбранной сфере, а ,   – 
произвольные положительные числа. Но когда 
радиус-вектор r


 пробегает поверхность выбран-

ной сферы, то радиус-вектор r


 пробегает всё 
пространство. Поэтому заключительное соотно-
шение превращается в тождество   0U r U  


 

  0
k U r U  


, справедливое теперь уже для 

любой точки r


 рассматриваемой области про-
странства, а константа 0U  оказывается не завися-
щей от выбранной эталонной сферы. Аддитивную 
константу 0U  можно присоединить к потенциалу 

 U r


, поэтому для правильно нормированного 

потенциала будет выполнено соотношение 

   kU r U r  
 

, представляющее из себя условие 

однородности по Эйлеру с порядком однородно-
сти k . Следовательно, среди всех возможных ска-
лярных потенциалов однородного электрического 
поля обязательно найдётся скалярный потенциал, 
однородный по Эйлеру. 
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Проделанные нами выкладки перестают рабо-
тать при 0k  , то есть для электрических и маг-
нитных полей, однородные по Эйлеру с нулевым 
порядком однородности. В случае 0k   соотно-
шение (1) приобретает вид: 

 

         1
ln ,U r U r E r rd E r r

        
      

   (3) 

 
а формула (2), выражающая независимость при-
ращения потенциала от пути интегрирования, пре-

вращается в тождество     0a a b bE r r E r r 
    

.  

Поэтому   0E r r U 
  

, где константа 0U  пока что 

зависит от выбранной сферы 
2

constr 


, но не от 

положения точки r


 на поверхности этой сферы. 
После этого с помощью формулы (3) получаем 
цепочку соотношений       0lnU r U r U   

 
, 

      0lnU r U r U   
 

,    U r U r  
 

 

  0ln U  , и в конечном итоге равенство 

      0lnU r U r U    
 

, где r


 принадлежит 

выбранной сфере, а ,   – произвольные положи-

тельные числа. Следовательно,    U r U r  
 

 

  0ln U  , где r


 – теперь уже произвольная точ-

ка пространства (когда r


 пробегает поверхность 
сферы, то r


 пробегает всё пространство), а кон-

станта 0U  оказывается не зависящей от эталонной 
сферы. Если теперь сделать замену 

 

   

 2 2 2
0

ˆ, , , ,

ln ,

U x y z U x y z

U x x y z R

 

     
 

              (4) 

 
где R  – нормировочная константа, задающая 
масштаб длины, то из тождества    U r U r  

 
 

  0ln U   следует условие    ˆ ˆ 0U r U r  
 

, что 

является тождеством однородности нулевого по-

рядка для функции  ˆ , ,U x y z . Тем самым наш 

скалярный потенциал необходимым образом будет 

обязан иметь вид (4), где  ˆ , ,U x y z  является 

функцией, однородной по Эйлеру с нулевым по-
рядком однородности. (Здесь интересно, что про-
извольная аддитивная константа, присоединённая 

к потенциалу  ˆ , ,U x y z , не разрушает свойства 

его однородности.) Очевидно и обратное утвер-
ждение: при любом выборе константы 0U  потен-

циалы вида (4), где  ˆ , ,U x y z  однородная по Эй-

леру функция с нулевым порядком однородности, 

порождают однородные по Эйлеру электрические 
поля нулевого порядка. Следует также отметить, 
что выражение (4) может быть интерпретировано 
ещё и как логарифм функции, однородной по Эй-
леру с порядком однородности, равным  0exp U . 

Логарифмическая поправка в формуле (4) 
удовлетворяет уравнению Лапласа. Поэтому для 
того, чтобы уравнению Лапласа удовлетворяла 
функция  , ,U x y z , необходимо и достаточно, 

чтобы уравнению Лапласа удовлетворяла функция 

 ˆ , ,U x y z . Вопрос о наиболее общем представле-

нии функций  ˆ , ,U x y z , гармонических и одно-

родных по Эйлеру с нулевым порядком однород-
ности, решается с помощью формулы Донкина 
[26–30, 36–38]: 

 

 

2 2 2 2 2 2

ˆ , ,

, ,

U x y z

y z
F

x x y z x x y z



 
 
       

     (5) 

 
где  ,F p q  – произвольная функция, удовлетво-

ряющая двумерному уравнению Лапласа 
2 2 2 2 0F p F q      . 

Фиксированная логарифмическая добавка в 
формуле (4) может быть записана и в другом виде. 
Например, потенциал бесконечной и равномерно 

заряженной нити  2 2
0 lnU y z R  при подста-

новке в условие       0lnU r U r U   
 

 работает 

ничуть не хуже. На роль логарифмической добав-
ки годится любая функция вида (4), где в качестве 

 ˆ , ,U x y z  используется фиксированная гармони-

ческая функция нулевого порядка, вычисленная по 
формуле Донкина (5). Однако, как показывает 

пример с потенциалом  2 2
0 lnU y z R , не все-

гда с первого взгляда можно разглядеть в матема-
тическом выражении для логарифмического по-
тенциала его эквивалентную форму, выраженную 
через подстановки (4) и (5). 

 
Теорема об однородности векторных  
потенциалов для бездивергентных  

трёхмерных полей, однородных по Эйлеру 
 
Из результатов, полученных в предыдущем 

разделе, следует, что поскольку скалярный потенци-
ал определён с точностью до аддитивной констан-
ты, а аддитивная константа разрушает математи-
ческую однородность функции, то однородность 
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скалярного потенциала, вообще говоря, реализует-
ся только при специальном выборе аддитивной 
константы (само же поле при этом не меняется). 
Похожая, но более сложная проблема возникает 
для векторного потенциала, который имеет гораз-
до больше возможностей не быть однородной по 
Эйлеру функцией. Векторный потенциал задаётся 
с точностью до градиента произвольной скалярной 
функции [16, 17, 34, 39–41], и эта добавка может 
разрушать или, наоборот, восстанавливать одно-
родность векторного потенциала весьма непред-
сказуемым образом. Обязательно ли существуют 
среди всех возможных векторных потенциалов, 
описывающих однородное по Эйлеру магнитное 
поле, векторные потенциалы, являющиеся одно-
родными по Эйлеру функциями? Рассмотрению 
данного вопроса посвящён этот раздел. 

Теорема Гельмгольца [34] постулирует раз-
ложение произвольного векторного поля на потен-
циальное (с нулевым ротором, т. е. безвихревое;  
такое поле можно представить в виде градиента 
скалярного потенциала) и соленоидальное (с нулевой 
дивиргенцией, такое поле можно представить в 
виде ротора векторного потенциала). В силу того, 

что магнитостатическое поле  , ,B x y z


 удовлетво-

ряет уравнению Максвелла  div , , 0B x y z 


 (вез-

де, кроме точек, в которых нарушается дифферен-
цируемость магнитного поля), а электростатичес- 

кое поле  , ,E x y z


 – уравнению  div , , 0E x y z 


 

(при дополнительном требовании об отсутствии в 
рассматриваемой области электрических зарядов), 
возможно задание как магнитостатического, так и 
электростатического поля с помощью векторного 
потенциала (хотя, конечно, использование вектор-
ного потенциала для электрического поля является 
скорее формальной возможностью, чем физиче-
ской необходимостью). 

Далее изложение ведётся для магнитостатиче-
ского поля, для которого использование векторно-
го потенциала является естественным выбором. 
Логика выкладок без изменений переносится на 
электростатическое поле, заданное с помощью 
векторного потенциала в односвязной области 
пространства, не содержащей свободных электри-
ческих зарядов, диэлектрических материалов, ме-
таллических электродов и т. д. 

Рассмотрим*, как можно вычислить вектор-

ный потенциал    , , , ,X Y ZA x y z A A A


 по за-

данному магнитному полю с магнитной индукци-

ей    , , , ,X Y ZB x y z B B B


, и заодно докажем, 

что при условии div 0B 


 действительно найдётся 

такая вектор-функция  , ,A x y z


, что rotB A


. 

Используем для    , , , ,X Y ZA x y z A A A


 специ-

альным образом сконструированную подстановку 

 

         

         

     

0 0

0 0

0

0 0

0 0

0

1 1 1 1
, , , , , , , , , , ,

3 6 3 6

1 1 1 1
, , , , , , , , , , ,

3 6 3 6

1 1 1
, , , , , ,

3 6 3

yz

X X Y Y Z Z
z y

x z

Y Y Z Z X X
x z

y

Z Z X X
y

A C x y z B x y B x y d B x z B x z d

A C x y z B y z B y z d B x y B x y d

A C x y z B x z B x z d

                
   

                
   

        
 

 

 

    
0

0
1

, , , , ,
6

x

Y Y
x

B y z B y z d
     
 


     (6) 

 
где 0x , 0y , 0z  – произвольная фиксированная точ-
ка, в окрестности которой поле не имеет особен-
ностей и поэтому операции интегрирования и диф-
ференцирования выполняются без каких-либо 
проблем. Поскольку в подстановке (6) 

 , ,XC x y z ,  , ,YC x y z ,  , ,ZC x y z  – это произ-

вольные функции, то запись вектор-функции 

 , ,A x y z


 в виде (6) не снижает общности задания 

векторного потенциала. 
Требуется, чтобы выполнялось векторное со-

отношение rotB A


, то есть, дифференциальные 
соотношения 

 
 

     

     

     

, , , ,
, , ,

, , , ,
, , ,

, , , ,
, , .

Z Y
X

Z X
Y

Y X
Z

A x y z A x y z
B x y z

y z

A x y z A x y z
B x y z

x z
A x y z A x y z

B x y z
x y

 
 

 

 
  

 
 

 
 

     (7) 

 
___________________ 

 
* Это элементарное, хотя и не вполне очевидное доказа-

тельство, насколько известно авторам, ранее не приводилось. 
Классическое доказательство, использующее достаточно тон-
кие элементы математического анализа, можно найти, напри-
мер, в [34]. 
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Продифференцировав первое уравнение сис-
темы (7) по x , второе по y , третье по z  и сложив 
их, из перестановочности смешанных производ-
ных немедленно получим, что для выполнения 

соотношений (7) необходимо, чтобы div 0B 


: 
 

     , , , , , ,
0.X Y ZB x y z B x y z B x y z

x y z

  
  

  
  (8) 

 
Иными словами, выполнение соответствую-

щего уравнения Максвелла является абсолютно 
необходимым для возможности введения вектор-
ного потенциала магнитного поля. 

Можно показать, что условие (8) является не 
только необходимым, но и достаточным [34].  
С помощью подстановки (6) этот факт доказыва 
 

ется особенно просто. Если подставить (6) в (7), 
принять во внимание (8) и привести подобные 
члены, то получим, что для того, чтобы для вектор-

функции  , ,A x y z


 из уравнений (6) выполнялись 

условия (7), необходимо и достаточно, чтобы не-

известная нам вектор-функция  , ,C x y z 


 

 , ,X Y ZC C C  удовлетворяла уравнениям  

0Z YC y C z      , 0Z XC x C z      , 

0Y XC x C y      , то есть условию rot 0C 


. 

В частности, годится выбор 0X Y ZC C C   . 

Например, для первого уравнения XB   

Z YA y A z       в результате элементарных 
преобразований, учитывающих тождество (8), по-
лучаем следующие выражения: 

 

       

         

         

0

0

0

0

0

0

, , , ,1 1 1
0 , , , ,

3 6 3

, , , ,1 1 1
, , , , , ,

3 3 6

, , , , , ,1 1 1
, , , ,

3 3 3

x
Z YZ Y

X X X
x

x
Y Z

X X X
x

x
Z Y X Z

X X
x

C x y z B y zA A
B B x y z B x y z d

y z y y

C x y z B y z
d B x y z B x y z B x y z

z z

C x y z C x y z B y z C
B x y z B x y z d

y z x y

   
         

   

  
      

 

     
       

   





 .YC

z

 

 
 

Требование rot 0C 


 равносильно тому, что 

вектор-функция C


 должна быть градиентом (ан-
тиградиентом) некоторой скалярной функции: для 
неё существует такая функция  , ,F x y z , что 

XC F x   , YC F y   , ZC F z    [34]. 
При таком и только таком выборе вектор-функции 

 , ,C x y z


 формула (6) обеспечивает выполнение 

тождества (7). Поэтому при выполнении условия 

div 0B 


 векторный потенциал  , ,A x y z


 дейст-

вительно существует и может быть вычислен в 
явном виде с помощью формулы (6) при дополни-
тельном (необходимом и достаточном) усло- 
вии XC F x   , YC F y   , ZC F z   .  
Из проделанных выкладок также следует, что век-
торный потенциал будет уникальным с точностью 
до градиента произвольной скалярной функции. 

Примечание 1. То, что магнитное поле, кото-
рое только и имеет физический смысл, не меняет-
ся, если к его векторному потенциалу прибавить 
градиент произвольной скалярной функции (т. н. 
калибровочная инвариантность), является легко 
проверяемым и хорошо известным фактом ([16], 
§18). Нашей основной целью было получение яв-
ной формулы (6) для векторного потенциала, ко-

торая будет использоваться в дальнейшем при вы-
кладках, а не доказательство калибровочной инва-
риантности векторного потенциала. Однако то, 
что никакое другое преобразование векторного 
потенциала не оставляет неизменным магнитное 
поле, и что никакой иной свободы, кроме адди-
тивной добавки в виде градиента скалярной функ-
ции, при конструировании векторного потенциала 
по заданному магнитному полю не наблюдается, 
не всегда обосновывается в учебниках по элек-
тромагнетизму на должном уровне строгости,  так 
что нам хотелось подчеркнуть здесь этот факт. 

Примечание 2. Для полноты картины* приве-
дём аналогичную явную формулу для скалярного 
потенциала электрического поля. А именно, пусть 
заданы функции  , ,XE x y z ,  , ,YE x y z , 

 , ,ZE x y z  и требуется найти функцию 

 , ,U x y z , обеспечивающую выполнение уравне-

ний XE U x   , YE U y   , ZE U z   , 
характерных для электрического поля. Для разре-

                                                 
* В частности, с помощью такой формулы можно полу-

чить альтернативное доказательство теоремы об однородно-
сти скалярного потенциала из предыдущего раздела, если 
использовать схему рассуждений, которая в этом разделе 
применяется к векторному потенциалу. 
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шимости этих уравнений будет необходимо и дос-
таточно выполнение условий 0Z YE y E z      , 

0Z XE x E z      , 0Y XE x E y      , то 

есть условие rot 0E 


. Необходимость следует из 

перестановочности порядка дифференцирования у 
смешанных производных для функции U . Доста-
точность получается, если представить решение 
для функции  , ,U x y z  в виде 

 

         

       

       

0

0

0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

1 1 1 1
, , , , , , , , , ,

3 6 6 3

1 1 1 1
, , , , , , , ,

3 6 6 3

1 1 1 1
, , , , , , , , ,

3 6 6 3

x

X X X X
x

y

Y Y Y Y
y

z

Z Z Z Z
z

U f x y z E y z E y z E y z E y z d

E x z E x z E x z E x z d

E x y E x y E x y E x y z d

            
 

           
 

         
 







             (9) 

 
(такая форма записи не снижает общности у по-
тенциала U  в силу произвольности функции f ). 
Подстановка выражения (9) в уравнения 

XE U x   , YE U y   , ZE U z    с учё-

том того, что выполнены условия ZE y    

YE z   , Z XE x E z     , Y XE x E y     , 
показывает, что формула (9) обеспечивает нужное 
нам решение тогда и только тогда, если 0f x   , 

0f y   , 0f z   , то есть при выборе 

 , , constf x y z  . 

Если можно в формуле (6) в качестве старто-
вой использовать точку 0 0 0 0x y z   , то для 

однородного поля  , ,B x y z


 при выборе 0C 


 

вектор-функция A


, определённая в соответствии с 
(6), будет однородной по Эйлеру с порядком од-
нородности, равным k  (здесь важно, что функции 

 0, ,B y z


,  , 0,B x z


,  , , 0B x y


 тоже будут од-

нородными). Действительно, если  , ,G x y z     

 1 , ,k G x y z   – однородная функция порядка 

 1k  , то её интеграл по любой координате, от-

считываемый от нуля (если такой интеграл имеет 
смысл) будет однородной функцией порядка k : 

 

   

   

   

0

0

0

, , , ,

, ,

, , , , .

x

x

x
k k

H x y z G y z d

G y z d

G y z d H x y z


        

      

     







 

 

Если такой выбор стартовой точки возможен, 
тогда для того, чтобы векторный потенциал (6) 
был функцией, однородной по Эйлеру с порядком 
однородности k , необходимо и достаточно, чтобы 

используемая в формуле (6) вектор-функция 

gradC F


 была однородной по Эйлеру с поряд-

ком однородности k . Это значит, как показывает 
предыдущий раздел, что при 1k    вектор-

функция C


 должна быть градиентом скалярной 
функции F , однородной по Эйлеру с порядком 
однородности  1k  , а при 1k    в скалярной 

функции F , порождающей вектор-функцию C


, 
кроме однородной функции нулевого порядка мо-
гут присутствовать аддитивные логарифмические 
члены вида (4). Тем самым мы не только показали, 
что для полей без неинтегрируемых особенностей 
в нуле среди векторных потенциалов всегда най-
дутся однородные по Эйлеру вектор-функции, но 
и очертили в явном виде класс таких векторных 
потенциалов. 

Понятно, что если в качестве функции F  вы-
брать неоднородную функцию или однородную 
функцию неподходящего порядка, то результи-
рующий векторный потенциал окажется неодно-
родной функцией. Однако для наших целей важно, 
что, по крайней мере, какие-то из возможных век-
торных потенциалов обязательно окажутся одно-
родными функциями. Поэтому, последовательно 
перебирая все возможные однородные векторные 
потенциалы, мы не пропустим ни одного интере-
сующего нас магнитного поля, однородного по 
Эйлеру, хотя, возможно, некоторые магнитные 
поля при этом встретятся несколько раз. 

К сожалению, у интегралов (6) могут иметься 
сингулярные точки (в частности, сингулярной мо-
жет оказаться точка 0 0 0 0x y z    и, например, 

при 0k   именно ею она, как правило, и оказыва-
ется). Тогда рассмотренные выше интегралы бу-
дут расходиться, либо операции дифференцирова-
ния и интегрирования нельзя будет столь свободно 
менять местами, как это было сделано. Если же в 
окрестностях сингулярных точек выкладки, про-
деланные выше для формулы (6), оказываются не-
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корректными, то некорректным становится и вы-
вод об однородности векторного потенциала вида 
(6). Вопрос требует аккуратного исследования – не 
столько даже в плане нахождения доказательства, 
использующего более слабые базовые предполо-
жения о регулярности анализируемого векторного 
поля, сколько в исследовании вопроса, а справед-
ливо ли вообще данное утверждение при такой 
ситуации. В частности, результаты, полученные в 
предыдущем разделе, подсказывают, что для од-
нородных полей нулевого порядка вывод о суще-
ствовании однородных векторных потенциалов 
может и не быть верным. Действительно, анало- 
 

гичные по форме рассуждения можно применить и 
к выражению (9), если электрическое поле 

 , ,E x y z


 будет однородным, а 0 0 0 0x y z   , 

но из предыдущего раздела известно, что тогда 
будут упущены из виду неоднородные логариф-
мические добавки вида (4), сингулярные в окрест-
ности нуля и не сводимые к однородному скаляр-
ному потенциалу. 

Пусть выполнено условие div 0B 


, обеспе-
чивающее существование векторного потенциала. 
Тогда векторный потенциал может быть вычислен 
по формуле: 

 
 

         
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y
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A B x y B x y d B x z B x z d
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F x y z
A B y z B y z d B x y B x y d

y

F x y z
A B x z B x z d

z

                     

                     

          

 

 

   
0 0

0
1 1

, , , , ,
3 6

y x

Y Y
x

B y z B y z d
      
 

 

       (10) 

 
 

где  , ,XB x y z ,  , ,YB x y z ,  , ,ZB x y z  – из-

вестные функции, однородные по Эйлеру с поряд-
ком однородности k , а  , ,F x y z  – пока неиз-

вестная скалярная функция, которую надо выбрать 
таким образом, чтобы функции XA , YA , ZA , вы-
численные в соответствии с формулами (10), были 
 

однородными по Эйлеру с порядком однородно-
сти, равным k . 

Для того, чтобы дифференцируемые функции 

XA , YA , ZA , заданные соотношениями (10), были 
однородными функциями, необходимо и доста-
точно, чтобы для них были выполнены дифферен-
циальные соотношения Эйлера [1, 2]: 
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x y z
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x y z

A x y z A x y z A x y z
x y z kA x y z

x y z

  
   

  

  
   

  

  
   

  

                             (11) 

 
 
 
Из первого уравнения (11) следует, что для 

функции  , ,F x y z  должно быть выполнено сле-

дующее условие, в котором для сокращения запи-

си частные производные по , ,x y z  заменены на 
нижние индексы, обозначенные строчными бук-
вами: 
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       , , , , , , , ,xx xy xz xxF x y z yF x y z zF x y z kF x y z     
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1 1
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6 6

yz
Y Z

z y

B B
y x y d z x z d
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Здесь прибавлены и вычтены специальным 

образом подобранные выражения, чтобы под зна-
ками интеграла получились дифференциальные 
соотношения Эйлера для функций YB  и ZB  при 
соответствующих значениях аргумента. Первые 
четыре интеграла обращаются в ноль в силу свой-

ства однородности для поля  , ,B x y z


. Следую-

щие четыре интеграла берутся аналитически (по-

дынтегральные выражения являются полными 
производными по переменной интегрирования от 
функций YzB  и ZyB ). В последних двух интегра-
лах «неудобные» производные выражаются с по-

мощью условия div 0B 


, после чего эти интегра-
лы можно частично вычислить. В итоге получаем 
соотношение: 
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   

 
                      (12а) 

 
Аналогичным образом упрощаются условия однородности (11) для  , ,YA x y z  и  , ,ZA x y z : 
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Рассмотрим теперь систему уравнений 
 

         
         
         

, , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , ,

xx xy xz x X

xy yy yz y Y

xz yz zz z Z

xF x y z yF x y z zF x y z kF x y z H x y z

xF x y z yF x y z zF x y z kF x y z H x y z

xF x y z yF x y z zF x y z kF x y z H x y z

   

   

   

                        (13) 

 
относительно неизвестной функции  , ,F x y z  и с известными правыми частями  , ,XH x y z , 

 , ,YH x y z ,  , ,XH x y z . Введём в рассмотрение функцию 

 

           , , , , , , , , 1 , , .x y zG x y z xF x y z yF x y z zF x y z k F x y z      

 
Для её частных производных выполняются тождества 
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G x y z xF x y z yF x y z zF x y z kF x y z H x y z

G x y z xF x y z yF x y z zF x y z kF x y z H x y z

    

    

    

 

 
Отсюда следует, что для того, чтобы система 

уравнений (13) имела решение, необходимо, что-

бы вектор-функция    , , , ,X Y ZH x y z H H H


 

была градиентом некоторой скалярной функции 
(впрочем, скоро будет показано, что это условие 
является одновременно и достаточным). 

Как уже говорилось выше, для справедливости 

условия    , , grad , ,H x y z G x y z


 необходимым 

и достаточным образом должно выполняться  

легко проверяемое условие  rot , , 0H x y z 


, то 

есть X YH y H x     , X ZH z H x     , 

Y ZH z H y     . Значит, если выполнено усло-

вие  rot , , 0H x y z 


, то обязательно существует 

и подходящая скалярная функция  , ,K x y z , гра-

диентом которой является вектор-функция 

 , ,H x y z


. При этом искомая функция  , ,K x y z  

определяется однозначным образом с точностью 
до аддитивной константы и может быть найдена, 
например, с помощью формулы (9). 

Остаётся решить уравнение 
 
     
      0

, , , , , ,

1 , , , ,

x y zxF x y z yF x y z zF x y z

k F x y z K x y z K

  

   
     (14) 

с известной и фиксированной правой частью 

 , ,K x y z  и произвольной константой 0K . Будем 

искать решение для уравнения (14) в виде 

   1, , , ,kF x y z x J x y x z x . После подстанов-

ки этого выражения в уравнение (14) и замены пе-
ременных y px , z qx  получаем, что функция 

 , ,J x p q  должна удовлетворять уравнению: 
 

   1
0, , , , ,k

xx J x p q K x px qx K          (15) 
 

откуда легко можно получить нужную нам функ-
цию  , ,J x p q  с помощью интегрирования по 

переменной x . Функция  , ,J x p q , получаемая 

из уравнения (15), будет определена с точностью 
до аддитивной добавки – произвольной функции 
двух переменных  0 ,J p q  (не считая свободной 

константы 0K , введённой в рассмотрение ранее). 
В результате мы не только показали, что условие 

 rot , , 0H x y z 


 является достаточным для раз-

решимости системы (13), но и смогли найти в яв-
ном виде её общее решение. 

Правые части полученных ранее уравнений 
(12) удовлетворяют условию X YH y H x     , 

X ZH z H x     , Y ZH z H y     , а частный 
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случай функции  , ,K x y z , для которой выпол-

няются условия x XK H , y YK H , z ZK H ,  

как легко проверить, может быть записан в виде 
формулы 
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            




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Тем самым мы показали, что обязательно су-
ществует такая функция  , ,F x y z , вычисляемая 

в явном виде с помощью подстановки  , ,F x y z   

 1 , ,kx J x y x z x  и формулы (15), для которой 

векторный потенциал, вычисленный по формуле 
(10), будет вектор-функцией, однородной по Эй-
леру с порядком однородности k . 

Все другие однородные по Эйлеру векторные 
потенциалы должны будут отличаться от найден-
ного решения на аддитивную добавку в виде од-
нородной вектор-функции порядка k , представ-
ляющей собой градиент некоторой скалярной 
функции. То, что такие вектор-функции представ-
ляют собой либо градиент однородной скалярной 
функции порядка  1k  , (при 1k   ), либо гра-

диент однородной скалярной функции нулевого 
порядка с логарифмической добавкой вида (4) 
(при 1k   ), было установлено в предыдущем 
разделе. Впрочем, к этому же выводу можно 
прийти, если учесть, что при конструировании 
функции  , ,F x y z  имеется свобода выбора про-

извольной функции  0 ,J p q  и константы 0K . 

Интересно, что для скалярного потенциала 
нулевой порядок однородности стал исключи-
тельной ситуацией, которая приводит к логариф-
мической неоднородной добавке (4). В то же  
время для векторного потенциала функция 

 , ,F x y z , обеспечивающая однородность век-

торного потенциала (10), без проблем находится 
при любых порядках однородности, включая 

0k  . Действительно, пусть 0 0gradB  


, где 

   2 2
0 0, , lnx y z C x y    (потенциал 0  яв-

ляется модифицированным вариантом универ-
сальной аддитивной логарифмической добавки из 
формулы (4) и полностью ему эквивалентен в этом 
плане). Такое поле, как легко проверить, удовле-

творяет условию div 0B 


, и поэтому его можно 
представить с помощью векторного потенциала. 

Из формулы (10) при 0 0x  , 0 0y  ,  

0 0z   получаем  0 2 2
0XA C yz x y   , 0

YA   

 2 2
0C xz x y   , 0 0ZA  , то есть однородную 

функцию нулевого порядка, хотя и с особенно-
стью в нуле. 

Однако далеко не всегда выбор однородного 
векторного потенциала выглядит так просто. Рас-

смотрим, например, поле  2 2
0XB C y x y   , 

 2 2
0YB C x x y   , 0ZB   с нулевым порядком 

однородности* (т. е. поле бесконечного линейного 
проводника с током [16, 17]). Ему соответствует 
векторный потенциал 0XA  , 0YA  , ZA   

 2 2
0 lnC x y R   с логарифмической особен-

ностью при 0x y  , который, очевидно, не явля-
ется однородной функцией. Однородные версии 
векторного потенциала для этого поля тоже суще-
ствуют, но они имеют куда как более сложный  
вид – например, таким векторным потенциалом 
будет 
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* В соответствии с введёнными ранее обозначениями 

порядок однородности поля – это ожидаемый порядок одно-
родности у скалярного либо векторного потенциала поля, а не 
порядок однородности для вектор-функции, задающей на-
пряжённость электрического поля или же индукцию магнит-
ного поля. 
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Калибровка векторного потенциала 
 для статических полей 

 
Поскольку векторный потенциал может быть 

задан с большой степенью свободы, на него при-
нято налагать дополнительные условия (называе-
мые калибровкой), позволяющие приспособить 
его наилучшим образом для решения имеющейся 
физической задачи [16, 17, 36–41]. Интересно рас-
смотреть, как сочетается требование для векторного 
потенциала быть однородной по Эйлеру функцией 
с типичными калибровочными ограничениями  
[39, 40]. В связи с тем, что для оптики заряженных 
частиц характерны статические и квазистатиче-
ские задачи, в данном разделе рассматриваются 
только стационарные калибровки векторного по-
тенциала магнитного (магнитостатического) поля, 
не затрагивающие электрический потенциал. 

Рассмотрим, например, кулоновскую калиб-

ровку* div 0A 


 или, в более общем случае, ка-

либровку div A  


, где  , ,x y z  – фиксирован-

ная функция с порядком однородности  1k  . 

Если  0 , ,A x y z


 – найденный ранее частный слу-

чай однородного векторного потенциала с поряд-
ком однородности k , соответствующий заданно-
му однородному бездивергентному полю, то при 

1k    все остальные однородные векторные по-
тенциалы обязаны отличаться от него на градиент 

скалярной однородной функции: 0A A F 
 

, где 

 , ,F x y z  – скалярная функция, однородная по 

Эйлеру с порядком однородности  1k  . В таком 

случае для функции F  должно выполняться  
уравнение Пуассона с однородной правой  

частью: 2F H  , где    , , , ,H x y z x y z    

 0div , ,A x y z


 – функция, однородная по Эйле-

ру с порядком однородности, равным  1k  .  

Остаётся лишь убедиться, что для уравнения  
Пуассона с однородной правой частью найдётся 
однородное же решение нужного порядка. Таким 
решением, например, будет частное решение 
уравнения Пуассона, записанное в виде ньютонов-
ского потенциала ([34], §19): 

 

 
 

     2 2 2

, ,

, ,1
,

4

F x y z

H x y z
dV

x x y y z z



  


       


   (16) 

                                                 
* Кулоновская калибровка оказывается полезной при 

решении нерелятивистских магнитостатических задач, а так-
же при конструировании разложения Гельмгольца [34]. 

где интегрирование выполняется по всему про-

странству 3R , и которое, как можно проверить, 
является однородной по Эйлеру функцией. При 

1k    ход поиска решения не изменится: лога-
рифмическая добавка (4) при подстановке 
 

   

 2 2 2
0

ˆ, , , ,

ln ,

F x y z F x y z

F x x y z R

 

     
 

              (17) 

 

где  ˆ , ,F x y z  – однородная скалярная функция 

нулевого порядка, является гармонической функ-
цией (т. е., дивергенция её градиента равна нулю), 

поэтому однородная функция  ˆ , ,F x y z  должна 

будет удовлетворять тому же самому уравнению 

Пуассона. Значит, частное решение для  ˆ , ,F x y z  

снова может быть вычислено по формуле (16). Тем 
самым мы доказали, что для бездивергентного 
векторного поля, однородного по Эйлеру, всегда 
существует однородный векторный потенциал, 
удовлетворяющий кулоновской калибровке. 

Точно так же разбираются и другие калибро-
вочные условия, приведённые в [39, 40]. В частно-
сти, расширенная калибровка Пуанкаре (мульти-

полярная калибровка), записанная в виде r A 


 

 , ,X Y ZxA yA zA x y z     , при заданной в 

правой части однородной функции  , ,x y z   

порядка  1k   приводится к уравнению 

 , ,x F x y F y z F z h x y z         , где h   

 0 0 0
X Y ZxA yA zA      будет однородной функ-

цией порядка  1k  . Поскольку при этом и сама 

функция F  должна быть однородной, то есть 
удовлетворять дифференциальному соотношению 
Эйлера  1x F x y F y z F z k F          , то 

отсюда при 1k    получается явное выражение в 
виде      , , , , 1F x y z h x y z k   (однородная 

функция). Но при 1k    после подстановки (17) в 

силу тождества ˆ ˆ ˆ 0x F x y F y z F z          (по-

скольку F̂  – однородная функция нулевого по-

рядка) вместо уравнения для функции F̂  получа-
ем условие  0 , ,F h x y z  для константы 0F . Это 

означает, что при 1k    попытка обеспечить ка-
либровочное условие Пуанкаре может привести к 
однородному векторному потенциалу только в 
специальных случаях, т. е. когда  , , consth x y z  . 

(Естественно, это не означает, что при 1k    ка-
либровка Пуанкаре невозможна – просто её ре-
зультатом больше не будет векторный потенциал, 
однородный по Эйлеру.) 
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Определённый интерес представляет также 
т. н. симметричная калибровка, которая в расши-

ренной форме приобретает вид A c B r    
  

 

 , ,x y z 


, где c  – константа, rotB A


 – ис-

ходное векторное поле, а  , ,x y z


 – заданная в 

правой части вектор-функция (как правило, равная 
нулю). Однако для того, чтобы обеспечить выпол-
нение сразу трёх условий калибровки, в нашем 
распоряжении имеется лишь единственный рычаг 
воздействия – скалярная функция  , ,F x y z , с 

помощью которой выполняется переход к новому 
векторному потенциалу по формулам XA   
 

0
XF x A   , 0

Y YA F y A   , ZA   
0
ZF z A    , где  0 0 0 0, ,X Y ZA A A A


 – исходный 

векторный потенциал. Тем не менее, эта задача 

имеет решение, если    , , , ,x y z x y z 


 – 

градиент скалярной функции,  0 , ,XA x y z , 

 0 , ,YA x y z ,  0 , ,ZA x y z  – однородные функции 

одного и того же порядка k  (точнее, удовлетво-
ряют дифференциальным соотношениям Эйлера 
для однородных функций соответствующего по-
рядка), константа  1 1c k  . Тогда калибровоч-

ная функция  , ,F x y z  конструируется как 

 

       
   

0 0 0, , , , , ,
, , , , .

1
X Y ZxA x y z yA x y z zA x y z

F x y z x y z
k

 
   


                             (18) 

 

Когда    , , , ,x y z x y z 


 – однородная 

функция порядка k , то, как показано выше, при 
1k    функция  , ,x y z  обязана быть однород-

ной функцией порядка  1k  . Тогда функция 

 , ,F x y z , вычисляемая по формуле (18), тоже 

будет однородной и, соответственно, однородным 

будет новый векторный потенциал  , ,A x y z


.  

В результате симметричная калибровка, когда она 
осуществима, в типичном случае приводит к од-
нородному векторному потенциалу. Как и в пре-
дыдущем случае, 1k    является исключением, 
для которого решение существует лишь при спе-
циальным образом выбранных правых частях 

 , ,x y z


. 

Наконец, рассмотрим калибровку 0e A 


 

 , ,x y z  , где 0e


 – постоянный вектор, а 

 , ,x y z  – заданная однородная функция поряд-

ка k . Без ограничения общности можно считать, 
что e


 будет единичным вектором, направленным 

вдоль оси OZ . Тогда функция  , ,F x y z , управ-

ляющая окончательным видом векторного потен-

циала  , ,A x y z


, должна будет удовлетворять ус-

ловию      0, , , , , ,ZF x y z z x y z A x y z       

 , ,J x y z , где  , ,J x y z  – однородная функция 

порядка k . Теперь для однородной функции 

 , ,J x y z  нужно сконструировать однородную же 

первообразную. Это выполняется с помощью 
стандартной для однородных функций замены 

   1, , ,kF x y z x f y x z x ,  , ,J x y z   

 ,kx j y x z x  (см. [1, 2]), после чего для вспо-

могательных функций  ,f p q  и  ,j p q  получа-

ется соотношение    , ,f p q q j p q   , всегда 

разрешимое. Из выполнимости этой калибровки, в 
частности, следует, что однородный векторный 
потенциал всегда можно привести к виду, когда 
одна из его заранее выбранных компонент станет 
нулём, а свойство однородности сохранится. 

 
Разложение Гельмгольца  

для трёхмерных полей, однородных по Эйлеру 
 
Теорема разложения Гельмгольца [34] посту-

лирует возможность разложения любого диффе-
ренцируемого векторного поля на сумму потенци-
ального и соленоидального полей (то есть, 
представимых как градиент скалярной функции и 
как ротор векторной функции). Вопреки распро-
странённому (особенно для англоязычных источ-
ников) мнению такое разложение не является 
единственным*, поскольку всегда можно сконст-
руировать вспомогательное поле, одновременно и 
потенциальное, и соленоидальное (то есть, с нуле-
вым ротором и нулевой дивергенцией) – такое по-
ле необходимым образом будет являться градиен-
том гармонического скалярного потенциала (т. е. 
удовлетворяющего уравнению Лапласа). Если 

                                                 
* Единственность разложения Гельмгольца имеет смысл, 

если векторное поле определено во всём пространстве R3, 
нигде не имеет особых точек, а на бесконечности задано ус-
ловие достаточно быстрого стремления векторных полей к 
нулю – ведь по теореме Лиувилля гармоническая функция, не 
имеющая особых точек во всём пространстве R3, включая 
сюда и бесконечно удалённую точку, обязана быть констан-
той. Во всех же других случаях данное утверждение не верно. 
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прибавить это вспомогательное поле к одной час-
ти разложения и вычесть из другой части разло-
жения, мы получим новое разложение Гельмголь-
ца для того же самого векторного поля. Однако то, 
что любое векторное поле можно разбить (хотя бы 
и не единственным образом) на сумму поля с не-
нулевой дивергенцией и нулевым ротором и поля 
с нулевой дивергенцией и ненулевым ротором, где 
первое поле представимо в виде градиента скаляр-
ной функции, а второе поле представимо в виде 
ротора векторной функции, является важным. 
Подробное и аккуратное доказательство теоремы 
Гельмгольца можно найти в [34]. 

Из приведённых ранее рассуждений следует, 
что если поле является однородным с ненулевым 
порядком однородности, то можно выбрать раз-
ложение Гельмгольца так, чтобы обе компоненты 
разложения были однородными по отдельности, а 
не только в сумме, а скалярный потенциал для по-
тенциальной компоненты и векторный потенциал 
для соленоидальной компоненты, в свою очередь, 
были однородными по Эйлеру функциями. Но при 
нулевом порядке однородности у скалярного по-
тенциала, градиент которого (потенциальная ком-
понента разложения Гельмгольца) остаётся одно-
родной вектор-функцией, кроме однородной части 
может присутствовать неоднородная логарифми-
ческая добавка вида (4), разрушающая однород-
ность скалярного потенциала. 

Доказательство выглядит следующим обра-
зом. Дивергенция однородного векторного поля и 
ротор однородного векторного поля очевидным 
образом являются однородными функциями соот-
ветствующего порядка. Частные решения пробле-

мы Гельмгольца для поля  , ,DF x y z


 с ненулевой 

дивергенцией  , ,D x y z  и нулевым ротором и для 

поля  , ,RF x y z


 с ненулевым ротором  , ,R x y z


 

и нулевой дивергенцией, устанавливаемые форму-
лами: 

 

   

   

1
grad ,

4

1
rot

4

D

R

D r
F r dV

r r

R r
F r dV

r r

 
     

 
     





 
 

  
 

           (19) 

 
(см. формулу (77) из §19 в [34]), где интегрирова-
ние выполняется по всему трёхмерному простран-

ству, а вектор-функция R


 удовлетворяет необхо-

димому и достаточному условию div 0R 


. 
Выражения (19) оказываются однородными функ-

циями, когда функции  , ,D x y z  и  , ,R x y z


 бу-

дут однородными, а интегралы сходящимися. По-

этому рассматриваемое однородное векторное 
поле будет представлено как сумма трёх однород-

ных полей  , ,DF x y z


,  , ,RF x y z


 и  0 , ,F x y z


, 

где поле  0 , ,F x y z


 – поле, у которого и ротор, и 

дивергенция являются нулевыми, – получается 
при вычитании из исходного однородного поля 

однородных полей  , ,DF x y z


 и  , ,RF x y z


. 

Примечание. Здесь следует аккуратно рас-
сматривать отрицательные показатели однородно-
сти, приводящие к сингулярному поведению 
функций  , ,D x y z  и  , ,R x y z  в начале коорди-

нат, и, в частности, случай нулевого порядка од-
нородности. Но для того, чтобы сконструировать 

однородные частные решения  , ,DF x y z


 и 

 , ,RF x y z


, выраженные с помощью градиента 

однородного скалярного потенциала  , ,U x y z  и 

ротора однородного векторного потенциала 

 , ,A x y z


, вообще говоря, нет необходимости ис-

пользовать формулы (19) и полагаться на сходи-
мость соответствующих интегралов. После «одно-
родной» параметризации типа Донкина [23, 26–28, 

36–38], имеющей вид    , , ,kU x y z u p q  , 

   , , ,kA x y z a p q 
 

,    2, , ,kD x y z d p q  , 

   2, , ,kR x y z r p q 
 

, где 2 2 2x y z    , 

 p y x   ,  q z x   , задача сводится к не-

однородным двумерным эллиптическим уравне-
ниям для неизвестных функций  ,u p q  и 

 ,a p q


, на которые уже не наложено никаких до-

полнительных ограничений. Новые уравнения не 
имеют сингулярных точек и у них всегда будут 
иметься подходящие решения, причём с достаточ-
ной степенью произвола [42]. Математические де-
тали, связанные с этим вариантом нахождения ча-
стных решений для однородной задачи 
Гельмгольца, выходят за рамки данной статьи. 

Для найденных частных решений  , ,DF x y z


,  

 0 , ,F x y z


 ротор равен нулю, поэтому каждую из 

них можно представить как градиент скалярного 

потенциала. Для частных решений  , ,DF x y z


, 

 0 , ,F x y z


 дивергенция равна нулю, поэтому ка-

ждую из них можно представить как ротор век-
торного потенциала. В соответствии с доказанны-
ми ранее теоремами и скалярные потенциалы, и 
векторные потенциалы могут быть выбраны как 
однородные функции. Исключением является ну-
левой порядок однородности, при котором ска-
лярный потенциал может содержать логарифмиче-
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скую неоднородную добавку вида (4). При этом 
представлять ли бездивергентное и безвихревое 

поле  0 , ,F x y z


 как градиент скалярного потен-

циала, как ротор векторного потенциала или в 
смешанной форме, зависит от выбора исследова-
теля. 

Рассмотрим, однако, более внимательно лога-
рифмическую поправку скалярного потенциала, 
записанную в форме (4). Дивергенция градиента 
этого скалярного потенциала равна нулю, поэтому 
такое поле можно представить и как градиент од-
нородного скалярного потенциала с неоднородной 
аддитивной логарифмической особенностью, и как 
ротор однородного векторного потенциала. По-
этому можно всегда свести разложение Гельм-
гольца к сумме однородного потенциального поля 
с однородным скалярным потенциалом и одно-
родного соленоидального поля с однородным век-
торным потенциалом. Но при этом для нулевого 
порядка однородности в разложении может возни-
кать неустранимое соленоидальное поле даже то-
гда, когда у исходного поля ротор равен нулю и 
следует ожидать присутствие в разложении лишь 
потенциальной компоненты. Подобные разложе-
ния выглядят странно, так что для таких случаев 
сохранение неоднородной логарифмической осо-
бенности у скалярного потенциала может оказать-
ся более предпочтительным выходом. 

Обратное утверждение для задачи о восста-
новлении векторного поля по заданной диверген-

ции  , ,D x y z  и заданному ротору  , ,R x y z


, 

когда функции  , ,D x y z  и  , ,R x y z


 будут од-

нородными, является неверным: поле с однород-
ной дивергенцией и однородным ротором не все-
гда будет однородным и поэтому не всегда может 
быть выражено через однородный скалярный по-
тенциал и однородный векторный потенциал.  
В качестве примера возьмём сумму полей 

 , ,DF x y z


,  , ,RF x y z


 и  0 , ,F x y z


, где 

 , ,DF x y z


 – однородная вектор-функция с одно-

родной дивергенцией и нулевым ротором, являю-
щаяся градиентом однородного скалярного потен-

циала,  , ,RF x y z


 – однородная вектор-функция с 

однородным ротором и нулевой дивергенцией, 
являющаяся ротором однородного векторного по-

тенциала, а  0 , ,F x y z


 – неоднородная вектор-

функция, которая, однако, является градиентом 
неоднородной гармонической функции и поэтому 
имеет нулевые дивергенцию и ротор. Тем не ме-
нее, при однородности дивергенции и ротора  
всегда возможно представление векторного поля  

в виде суммы  , ,DF x y z


,  , ,RF x y z


 и 

 0 , ,F x y z


, где векторные поля  , ,DF x y z


 (по-

тенциальное поле с нулевым ротором и заданной 

дивергенцией) и  , ,RF x y z


 (соленоидальное по-

ле с нулевой дивергенцией и заданным ротором) 

являются однородными, а поле  0 , ,F x y z


 являет-

ся безвихревым и бездивергентным с неопреде-
лённым статусом однородности. При этом такое 
представление осуществимо в том числе и тогда, 
когда дивергенция и ротор имеют разные порядки 
однородности. 
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Electric and magnetic fields which are homogeneous in Euler terms are a useful instrument to de-
sign the systems of charge particle optics. The similarity principle for charged particle trajectories in 
these fields which was realized by Yu. K. Golikov for the first time enables to create spectrographic 
charge particle optical systems in a more systematic and intelligence way by using the fields which 
are homogeneous in Euler terms. It is custom to assume that electric and magnetic fields which are 
homogeneous in Euler terms are characterized by the potentials (scalar and/or vector ones) which 
are the homogeneous functions by themselves as well. This paper analyzes and proves mathemati-
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cally strictly the corresponding theorems. An important result is that for the fields which are homo-
geneous in Euler terms with zero order of homogeneity the statement that the scalar potential is a 
homogeneous function of zero order by itself is not true since the fatal additive logarithmic corrector 
can appear for this case. It is amusing that for a vector potential the statement that a vector field 
which is homogeneous in Euler terms has a homogeneous vector potential of corresponding order is 
true for any order of the homogeneity. 
 
Keywords: electric fields; magnetic fields; potential vector fields; solenoidal vector fields; uniform in 
Euler’ terms functions; similarity principle for charged particle trajectories; Laplace equation; 
Helmholtz decomposition. 
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