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О трехуровневом случайном сигнале 
 

Б. И. Якубович 
 
Проанализирован трехуровневый случайный сигнал. Вычислены выражения для спектра 
сигнала в различных случаях. Определен вид спектра сигнала при равномерном распределе-
нии вероятностей изменения амплитуды сигнала для каждого значения амплитуды. Сде-
ланы выводы о возможности широкого применения полученных результатов для исследо-
ваний физических процессов, имеющих вид трехуровневого случайного сигнала. Показано, 
что результаты статьи могут быть использованы для изучения взрывного шума и изуче-
ния электрических флуктуаций в полупроводниках, вызванных ловушками. Отмечена воз-
можность применения результатов анализа трехуровневого случайного сигнала при прове-
дении как фундаментальных, так и прикладных исследований. 
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Введение 
 
Среди стохастических процессов, применяю-

щихся для описания физических объектов различ-
ной природы и многочисленных технических сис-
тем, значительная часть имеет вид случайного 
сигнала, который может принимать одно из не-
скольких возможных значений. При проведении 
исследований в различных областях физики и при 
решении многих технических задач наиболее час-
то встречаются случайные сигналы данного вида, 
которые могут принимать одно из двух или трех 
возможных значений. Широкое распространение и 
во многих случаях принципиальная и практиче-
ская значимость стохастических процессов в фи-
зике и технике, приводящих к случайным сигна-
лам указанного типа, делают важным изучение 
спектров таких сигналов. Случайный сигнал, ко-
торый может принимать одно из двух возможных 
значений, обычно называется случайным теле-
графным сигналом. Он достаточно хорошо изучен. 
Спектр данного сигнала вычислен в [1, 2]. В более 
общем виде случайный телеграфный сигнал про-
анализирован в [3, 4]. Случайный сигнал, который 
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может принимать одно из трех возможных значе-
ний (иначе говоря, трехуровневый случайный сиг-
нал), исследовался значительно меньше.  

Целью данной работы являлось вычисление 
спектра трехуровневого случайного сигнала. 

 
Теоретический анализ 

 
Рассмотрим трехуровневый случайный сиг-

нал, амплитуда которого может принимать значе-
ния: , 0,a b . Изменения амплитуды происходят 

между ее соседними значениями. Введем следую-
щие обозначения: 0, ,a b    – времена, в течение 

которых амплитуда сигнала принимает соответст-
венно значения: , 0,a b ; 0( ), ( ), ( )a bu v w    – 

плотности распределений этих времен. Рассмот-
рим случайный сигнал с нулевым средним значе-
нием как случайную последовательность прямо-
угольных импульсов с амплитудами a  и b , 
имеющих соответственно длительности импуль-
сов a  и b  и интервалы между импульсами 0 . 

Анализируем весьма общий случай: распределе-
ния параметров импульса заданы в общем виде, 
параметры импульса статистически связаны, па-
раметры различных импульсов независимы, рас-
пределение интервалов между импульсами задано 
в общем виде. Считаем случайную последователь-
ность стационарной. 

Вычислим спектр трехуровневого случайного 
сигнала. Для этого найдем спектр случайной по-
следовательности импульсов с указанными выше 
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свойствами. Случайную последовательность им-
пульсов можно записать в следующем виде:  

 

    1 1 1 1
1

... , ,
n

j j j j
j

X t D x t  


                 (1) 

 
где ( )x t    функция, описывающая форму им-

пульса, D    амплитуда,     длительность им-
пульса,     временной интервал между импуль-
сами, n  – число импульсов в последовательности 
продолжительностью T . 

Проведем преобразование Фурье случайной 
последовательности импульсов: 
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причем здесь использовано выражение: 

 

     2
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j jF f x t e dt


 


                  (3) 

 
Тогда получаем соотношение: 
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Используя независимость параметров различ-

ных импульсов, рассчитываем среднее по ансамб-

лю   2
F f   и получаем следующее выражение: 
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Вычисляем спектральную плотность случай-

ной последовательности импульсов. Учитывая 
стационарность рассматриваемого случайного 
процесса, получаем следующее выражение:  
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  (6) 

 

где 0 lim
T

n

T
     среднее число импульсов в 

единицу времени.  
Для случайной последовательности, состоя-

щей из импульсов прямоугольной формы, 

 0 ,F f   имеет вид: 
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Подставляя данное соотношение в формулу 

(6), получаем выражение для спектра случайной 
последовательности прямоугольных импульсов: 
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            (8) 

 
Введем среднюю частоту изменений ампли-

туды сигнала  . Очевидно, что 02   . Обозна-

чим p  вероятность изменения амплитуды сигнала 

из 0D   в D b  , и (1 )p  вероятность измене-

ния амплитуды сигнала из 0D   в D a . Учиты-
вая указанные выше значения, которые может 
принимать амплитуда трехуровневого случайного 
сигнала, и соответствующие им распределения 
времен, находим выражение для спектра трех-
уровневого случайного сигнала: 
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где 
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В итоге вычислено выражение для спектра 

трехуровневого случайного сигнала. Функции 
распределения времен, в течение которых ампли-
туда сигнала принимает каждое из возможных 
значений, и распределение вероятностей этих зна-
чений заданы в общем виде.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

При анализе случайных сигналов в физике и 
технике наиболее часто рассматривается ситуация, 
когда имеется равномерное распределение вероят-
ности изменения значения сигнала. Далее рассмот-
рим трехуровневый случайный сигнал именно в 
этом случае. При равномерном распределении ве-
роятностей изменения амплитуды сигнала для ка-
ждого из возможных значений времена 0, ,a b    
распределены по экспоненциальному закону [5]: 
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Подставляя распределения (13) в формулы  
(9–12), вычисляем выражение для спектра. В итоге 
получаем: 
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Данное выражение описывает спектр трех-

уровневого случайного сигнала при равномерном 
распределении вероятностей изменения амплиту-
ды сигнала для каждого из возможных значений. 

 
 

Далее рассмотрим практически важный част-
ный случай, когда a b . Используя соотношения 
(14–17), получаем следующее выражение для 
спектра трехуровневого случайного сигнала в 
этом случае: 
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Заключение 

 
Проанализирован трехуровневый случайный 

сигнал. Вычислены выражения, описывающие 
спектр данного сигнала. Полученные результаты 
могут использоваться для изучения физических 
объектов и технических систем, в которых проте-
кают физические процессы, имеющие вид трех-
уровневого случайного сигнала. Процессы такого 
вида встречаются в различных областях физики. 
Отдельно отметим, что достаточно часто они 
встречаются при исследовании флуктуационных 
явлений. Например, в следующих значительных 
для теории флуктуаций случаях. Одним из наибо-
лее важных типов электрических шумов в твердых 
телах и электронных приборах является взрывной 
шум [6]. Как установлено в [6, 7], взрывной шум 
может представлять собой не только бистабиль-
ный сигнал ступенчатой формы. Иногда наблюда-
ется многоступенчатый шум, когда существует 
три или более возможных значений сигнала [7–9]. 
Шум – стохастический процесс. Соответственно 
взрывной шум с тремя возможными значениями 
сигнала представляет собой трехуровневый слу-
чайный сигнал, и для изучения такого шума мож-
но использовать результаты, полученные в данной 
статье. Другим примером являются электрические 
флуктуации в полупроводниках, вызванные захва-
том и эмиссией носителей заряда ловушками. Из-
вестно, что в полупроводниках могут существо-
вать двухзарядные ловушки [10]. Вследствие 
захвата и эмиссии носителей двухзарядной ло-
вушкой проводимость полупроводника случайно 
изменяется, и протекающий в нем ток может при-
нимать одно из трех возможных значений в зави-
симости от того захвачен ли ловушкой один носи-
тель, захвачено два носителя или ловушка пустая 

[11, 12]. В таком случае ток в полупроводнике 
представляет собой трехуровневый случайный 
сигнал. Таким образом, для изучения электриче-
ских флуктуаций в полупроводниках, вызванных 
двухзарядными ловушками, могут быть использо-
ваны результаты данной статьи. Вообще, полу-
ченные в статье результаты могут иметь достаточ-
но широкое применение, поскольку физические 
процессы, имеющие вид трехуровневого случай-
ного сигнала, наблюдаются в различных областях 
физики. С сигналами такого вида встречаются при 
разработке различных технических устройств. Со-
ответственно, полученные в статье результаты мо-
гут использоваться при решении многочисленных 
фундаментальных и прикладных задач. 
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 The three-level random signal is analysed. Expressions for the spectrum of a signal in various cases 
are calculated. The type of spectrum of the signal at the uniform distribution of probabilities of 
change amplitude signal for each value of amplitude is determined. Conclusions are drawn on pos-
sibility of a wide use of the obtained results for researches of the physical processes having form of 
three-level random signal. It is shown that results of article can be used for studying of the burst 
noise and studying of electric fluctuations in semiconductors caused by traps. The possibility of use 
of results of the analysis of a three-level random signal both for fundamental, and for applied re-
searches is noted. 
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