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Математическое моделирование температурных зависимостей  
температуропроводности фторида кальция с примесью  

трифторида иттрия и неодима  
 

Р. В. Горчаков, О. Ю. Коваленко, Ю. А. Журавлева, С. А. Микаева 

 
Работа посвящена моделированию температурных характеристик темпе-
ратуропроводящих свойств некоторых перспективных лазерных кристалли-
ческих материалов на основе фторида кальция, которые представляют осо-
бый интерес в качестве активных элементов для создания принципиально 
нового класса волноводных лазеров. В качестве образцов для исследования 
температуропроводящих свойств использовались фторидные кристаллы си-
стемы (x)CaF2-(y)YF3-(z)NdF3, выращенные методом вертикальной направ-
ленной кристаллизации (метод Бриджмена-Стокбаргера), имеющие следу-
ющий химический состав: № 1 – 93CaF2-7YF3, № 2 – 95CaF2-5YF3, № 3 – 
90CaF2-7YF3-3NdF3. Получены модели экспериментальных кривых темпера-
туропроводности, произведен расчет температурных характеристик и 
предложено их использование для математического моделирования кривых 
температуропроводности в зависимости от процентного содержания при-
меси в некоторых кристаллах на основе фторида кальция. 
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Введение 
 

В связи с интенсивным развитием ла-
зерной техники в последнее время появи-
лась возможность создания эффективных 
лазерных источников, работающих как в 
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режиме непрерывной генерации, так и ге-
нерации ультракоротких импульсов (УКИ) 
с высокой частотой их повторения. Пот-
ребность в создании такого типа лазерных 
источников в свою очередь вызвана актив-
ных развитием технологий микрообработ- 
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ки и структурирования материалов, в т. ч. 
прозрачных, лазерной графики, систем ви-
зуализации, систем технического зрения, 
биомедицинской диагностики, высокоточ-
ных измерений частоты света и временных 
интервалов, и др. [1, 2]. 

В качестве одного из таких источников 
выступил волноводный лазер, объединя-
ющий достоинства полупроводниковых и 
волоконных лазеров (широкий спектраль-
ный диапазон излучения, компактность, 
эффективность генерации, надежность 
конструкции и высокая частота повторе-
ния импульсов в режиме синхронизации 
мод) и уменьшающий известные недостат-
ки данных лазеров (большие фазовые шу-
мы, недостаточно высокие пиковые мощ-
ности генерации) [3]. 

Одной из фундаментальных проблем 
на пути к созданию волноводных лазеров с 
заданными свойствами стала проблема 
выбора активной среды. В последние годы 
у большого количества научных групп в 
мире появился интерес к использованию 
фторидных кристаллов в качестве актив-
ной среды, благодаря таким из свойств 
этого материала, как более узкий фонон-
ный спектр и меньшая нелинейность пока-
зателя преломления по сравнению с ранее 
использовавшимися оксидными кристал-
лами [4]. В связи с этим была поставлена 
задача создания примесных фторидных 
кристаллов с оптимальными параметрами 
для планарных структур. 

Сегодня большое количество ученых 
пытается решить эту задачу, однако в 
большинстве случаев исследования прово-
дятся не комплексно, без подробного ана-
лиза и контроля химического состава, без 
анализа природы примесных центров, 
формируемых в кристалле примесными 
ионами и т. д. 

Особый интерес в применении фто-
ридных материалов в качестве активной 
среды волноводного лазера вызывают их 
теплофизические свойства [5–7]. 

В этой связи ранее в лаборатории ин-
ститута физики и химии Мордовского го- 

сударственного университета была прове-
дена серия экспериментов по исследова-
нию теплопроводящих свойств фторидных 
кристаллов системы CaF2-YF3-NdF3 и по-
лучены характерные кривые. В результате 
исследования температуропроводности 
было выявлено, что увеличение концен-
трации примеси в двух- и трехкомпонент-
ных системах CaF2 ведет к снижению тем-
пературопроводности, что хорошо согла- 
суется с данными, полученными в ходе 
экспериментов различными научными 
группами, а также с теоретическими дан-
ными. Тем не менее, открытым остается 
вопрос о количественном составе двух- и 
трехкомпонентных фторидных систем с 
целью получения кристаллов с оптималь-
ной концентрацией примеси для получе-
ния конкретных температуропроводящих 
свойств. В результате была предпринята 
попытка создать математическую модель 
для полученных ранее температурных 
кривых, которая хорошо бы согласовыва-
лась с экспериментальными данными и 
могла бы послужить теоретической базой 
для дальнейших исследований в данном 
направлении. 

 
 

Экспериментальная часть 
 

В качестве образцов для исследования 
температуропроводящих свойств исполь-
зовались фторидные кристаллы системы 
(x)CaF2-(y)YF3-(z)NdF3, выращенные мето-
дом вертикальной направленной кристал-
лизации (метод Бриджмена-Стокбаргера), 
имеющие следующий химический состав: 
№ 1 – 93CaF2-7YF3, № 2 – 95CaF2-5YF3, 
№ 3 – 90CaF2-7YF3-3NdF3. Эксперимен-
тальная проверка полученных ранее рас-
четных зависимостей коэффициентов тем-
пературопроводности кристаллов проведена 
с применением метода лазерной вспышки, 
реализуемом на приборе LFA 427 фирмы 
NETZSCH GerätebauGmbH. Относящийся 
к группе нестационарных методов, он об-
ладает достаточно высокой точностью и 
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основан на решении одномерной задачи 
теплопроводности для бесконечной пла-
стины при кратковременном воздействии 
лазерного импульса. 

Измерения проводились в интервале 
температур 20–800 оС с шагом 50 оС. При 
каждом значении температуры проведено 
5 измерений. Отклонение температуры от 
заданного программой прибора значения 
не превышало в эксперименте 0,5 оС. 

Согласно проведенному эксперименту 
были получены следующие температур-
ные зависимости температуропроводности 
исследуемых образцов (рис. 1). 

Исходя из этих температурных зави-
симостей, а также из расчетных данных, 
полученных в результате эксперимента, 

была предпринята попытка аппроксими-
ровать исходные зависимости c помощью 
методов компьютерного моделирования и 
вычислительных методов [8–10]. В каче-
стве аппроксимирующего выражения была 
предложена экспоненциальная функция 
вида: 

 

  bTD T Ae                         (1) 
 

где  D T  – коэффициент теплопроводно-

сти; T – температура; A,b – коэффициенты 
пропорциональности. 

 
В результате аппроксимации получены 

зависимости вида (рис. 2). 
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Рис. 1. Температурные зави-
симости температуропровод-
ности кристаллов CaF2 двух- и 
трехкомпонентного составов. 
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висимости температуро-
проводности кристаллов 
CaF2 двух- и трехкомпо-
нентного составов с экс-
поненциальной аппрокси-
мацией. 
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Согласно уравнению (1) были вычис-
лены коэффициенты A и b, значения кото-
рых приведены в табл. 1. Статистические 
данные аппроксимированных кривых 
представлены в табл. 2. 

Как видно из табл. 1, значения пара-
метра A монотонно убывают с увеличени-
ем содержания процентной доли примеси 
в структуре (x)CaF2-(y)YF3-(z)NdF3. 

Данное обстоятельство свидетельствует 
о взаимозависимости параметра A с про-
центной концентрацией примеси в кри-
сталлах двух- и трехкомпонентного составов. 
Стандартное отклонение параметра от дей-
ствительного при этом не превышает 1 %. 

О конкретной связи параметра b с про-
центных содержанием примесных компо-
нентов говорить сложно в данном случае. 
Однако можно предположить, что измене-
ние параметра b может быть однозначно 
связано с изменением концентрацией при-
меси в трехкомпонентных система. Для 
проверки этого предположения требуются 

дополнительные данные значения пара-
метра b для других концентраций трех-
компонентных кристаллов системы 
(x)CaF2-(y)YF3-(z)NdF3. 

Значения величины коэффициента за-
висимости обоих параметров показывает, 
что аппроксимация оптимальна по количе-
ству использованных параметров, а сами 
параметры эффективно использованы в 
аппроксимирующей функции. 

Из анализа статистических данных 
табл. 2 видно, что экспоненциальная мо-
дель кривых хорошо согласуется с кривы-
ми, полученными в результате экспери-
мента, а сама модель является достаточной 
для описания температуропроводящих 
свойств в двух- и трехкомпонентных кри-
сталлах (x)CaF2-(y)YF3-(z)NdF3 благодаря 
близкому к единице значению R-квадрат. 
При этом значение модифицированного R-
квадрата отличается менее, чем на 1 %, что 
подтверждает эффективность подобран-
ных параметров и модели в целом. 

 
Таблица 1 

 

Значения параметров аппроксимированных кривых температуропроводности  
кристаллов системы (x)CaF2-(y)YF3-(z)NdF3 

 

x-y-z, мол. % Параметр Значение 
Стандартное  
отклонение 

Коэффициент 
зависимости 

93-7-0 A 1,24048 0,00816 0,58908 

b -0,00138 1,99054E-5 
95-5-0 A 1,55764 0,0142 0,56948 

b -0,00162 2,95952E-5 
90-7-3 A 0,8697 0,00346 0,62285 

b -0,00101 1,0872E-5 

 
 

Таблица 2 
 

Статистических данные аппроксимированных кривых  
температуропроводности кристаллов системы (x)CaF2-(y)YF3-(z)NdF3 

 

Параметр 
x-y-z, мол. % 

93-7-0 95-5-0 90-7-3 
Число точек 85 85 85 
Степень свободы 83 83 83 
R-квадрат (COD) 0,98466 0,97654 0,99104 
Мод. R-квадрат 0,98447 0,97626 0,99093 
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Исходя из того, что значения парамет-
ра A связаны с конкретным содержанием 
процентной доли примеси в структуре 
(x)CaF2-(y)YF3-(z)NdF3 найдем аналитиче-
скую зависимость. Для этого будем искать 
решение в виде системы линейных алгеб-
раических уравнений относительно неиз-
вестных С0, С1, С2. 

 

1 0 1 2

2 0 1 2

3 0 1 2

.

A C C x C y

A C C x C y

A C C x C y

   
    
    

               

 (2) 

 

Используя значения параметра A из 
табл. 1, найдем значение неизвестных С0, 
С1, С2 с помощью СЛАУ (2) методом об-
ратной матрицы. Найденные значения не-
известных приведены в табл. 3. 

 

Таблица 3 
 

Значения линейных коэффициентов связи С0, 
С1, С2 параметра A c процентным содержанием 
компонентов (x, y, z) в кристаллах системы 

(x)CaF2-(y)YF3-(z)NdF3 
 

x-y-z, мол. % C0 C1 C2 

93-7-0 -10,00879 12,35933 -3,49867 
95-5-0 
90-7-3 

 
 

Заключение 
 

В ходе исследования, полученные ко-
эффициенты линейных зависимостей С0, 
С1, С2 могут быть использованы для физи-
ческого моделирования кривых темпера-
туропроводности кристаллов системы 
(x)CaF2-(y)YF3-(z)NdF3 с другими процент-

ными соотношениями молярной концен-
трации компонентов. Наибольшую точ-
ность данная модель будет иметь при ис-
пользовании молярной концентрации 
компонентов в следующих пределах: 90– 
95 мол. % для CaF2, 5–10 мол. % для YF3, 
NdF3.  
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The work is devoted to modeling the temperature characteristics of the heat-
conducting properties of some promising laser crystalline materials based on calci-
um fluoride, which are of particular interest as active elements for creating a fun-
damentally new class of waveguide lasers. The models of experimental thermal dif-
fusivity curves were obtained, the temperature characteristics were calculated and 
their use was proposed for mathematical modeling of thermal diffusivity curves de-
pending on the percentage of impurity in some crystals based on calcium fluoride. 
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