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Эквивалентная электрическая схема сверхпроводников  
с учетом магнитной и инерционных индуктивностей  
для сверхпроводящих и нормальных электронов 

 

К. А. Осипов, А. Н. Варюхин, В. С. Захарченко, А. В. Гелиев 
 
Для описания переходных процессов при возбуждении токов в сверхпроводниках как 
при постоянной, так и переменной электродвижущей силе источника тока введе-
ны инерционные индуктивности для сверхпроводящих и нормальных электронов  
( sL  и )nL  в эквивалентной электрической схеме в соответствии с двухжидкостной 

моделью сверхпроводников. В работе представлена эквивалентная электрическая 
схема сверхпроводников с учетом магнитной и инерционных индуктивностей, ко-
торая позволяет оценивать тепловыделение в высокотемпературных сверхпровод-
никах при переменных токах за счет возбуждения нормальных электронов. Пока-
зано, что пренебрежение теми или иными инерционными индуктивностями  
( sL  или )nL  приводит к физическим противоречиям с имеющимися эксперимен-

тальными данными по сверхпроводникам при переменных токах. Кроме того, в ра-
боте получено, что в общем случае суммарная индуктивность для обычных  
(несверхпроводящих) проводников с током должна представляться как последова-
тельное соединение магнитной индуктивности, связанной с изменением магнитно-
го потока, и инерционной индуктивности для нормальных электронов .nL  
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ная электрическая схема, сверхпроводимость, высокотемпературная сверхпроводи-
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определению нестационарных и вольт-ампер- 
ных (ВАХ) характеристик высокотемператур-
ных сверхпроводников (ВТСП) при перемен-
ных и постоянных токах необходимо иметь 
адекватную математическую модель по пред-
сказанию объемной мощности тепловыделе-
ния в сверхпроводниках, построенную из пер-
вых физических принципов. В дальнейшем 
соответствующая доработка математических 
моделей с учетом различных протекающих 
процессов в сверхпроводниках позволит пред-
сказывать ВАХ при различных температурах 
(не только при температурах жидкого азота, 
но и жидкого водорода). Математическая мо-
дель, откалиброванная по различным экспе-
риментальным данным, позволит оценивать 
характеристики (коэффициент полезного дей-
ствия, мощность и электромагнитный момент) 
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электрических машин (электродвигателей, 
электрогенераторов) с применением ВТСП-
лент и катушек. 

В сверхпроводниках удельное сопротив-
ление равно нулю только в определенном 
диапазоне внешних условий. При температу-
рах ниже критической cT T  и внешних полях 

1cH H  материал находится в сверхпроводя-

щем состоянии и на постоянном токе не испы-
тывает никакого сопротивления. При напря-
женности магнитного поля 1 2c cH H H   в 

сверхпроводник II-го рода проникают вихри  
Абрикосова, образуя правильную треуголь-
ную решетку [1–5]. С ростом напряженности 
внешнего поля H  плотность вихрей увеличи-
вается. В бездефектном материале (без нали-
чия центров пиннинга) при протекании транс-
портного тока под действием силы Лоренца, 
действующей на вихри, в сверхпроводнике 
возникает дрейф вихревой решетки, в резуль-
тате чего индуцируется электрическое поле в 
соответствии с законом об электромагнитной 
индукции. Электрическое поле приводит в 
движение электроны в нормальных сердцеви-
нах вихрей Абрикосова, вследствие чего и 
происходит диссипация энергии в сверхпро-
водниках [6–9]. 

При переменном токе сопротивление 
сверхпроводников II-го рода всегда отлично 
от нуля, даже при сильном пиннинге вихрей 
Абрикосова, когда вихри локализуются на 
различных дефектах, и с ростом амплитуды 
транспортного тока и температуры сверхпро-
водника оно только нарастает, что связано с 
выделением тепла за счет возбуждения нор-
мального тока (носителями которого являются 
нормальные электроны) вследствие возникно-
вения индуцированного электрического поля в 
сверхпроводнике при изменяющихся условиях. 

Данный факт, вытекающий из различных 
экспериментальных данных, можно понять, 
если воспользоваться двухжидкостной моде-
лью сверхпроводников [10–13]. Согласно этой 
модели, сверхпроводник состоит из нормаль-
ных и сверхпроводящих электронов. При пе-
ременном токе в сверхпроводнике возникает 
изменяющееся электрическое поле. Это элек-
трическое поле ускоряет два типа электронов. 
Сверхпроводящие электроны не рассеивают 
энергию за счет объединения в куперовские 

пары (поскольку данное состояние является 
более энергетически выгодным), согласно од-
ному из возможных механизмов возникнове-
ния сверхпроводящего состояния [14–20], а 
при движении нормальных электронов проис-
ходит диссипация энергии в виде джоулева 
тепла. В результате возникает электрическое 
сопротивление. 

В работе на данном этапе не будут рас-
сматриваться различные эффекты, связанные 
с наличием внешнего магнитного поля, а бу-
дут исследоваться переходные процессы в 
сверхпроводниках при выходе на стационар-
ный режим при постоянном токе и процессы 
возбуждения нормального и сверхпроводящего 
токов при гармоническом изменении электро-
движущей силы (ЭДС) источника тока как с 
учетом инерционных, так и магнитной индук-
тивностей. 

 
 
Эквивалентная электрическая схема 

сверхпроводников при переменных токах 
 
Рассмотрим эффекты, связанные с воз-

буждением тока в сверхпроводнике, без нали-
чия внешнего магнитного поля 0H  , либо 
при напряженности поля 1cH H , при кото-

ром сверхпроводник II-го рода будет нахо-
диться в мейснеровском состоянии [21–26]. 
Для того, чтобы описать нестационарные про-
цессы при переменных условиях в сверхпро-
водниках, необходимо ввести эквивалентную 
электрическую схему сверхпроводников при 
переменных токах, которая бы соответствова-
ла двухжидкостной модели [10–13]. 

В дальнейшем основа предложенной  
эквивалентной схемы сверхпроводников будет 
также применяться для анализа более сложных 
протекающих процессов в сверхпроводниках 
при различных внешних условиях, например, 
при постоянном и переменном транспортных 
токах при наличии внешнего магнитного поля, 
с учетом добавления в сверхпроводящий ма-
териал так называемых центров пиннинга для 
локализации вихрей Абрикосова и другие  
эффекты посредством добавления соответ-
ствующих элементов и параметров в эквива-
лентную электрическую схему. 

На рис. 1 представлена эквивалентная 
электрическая схема сверхпроводников в без-
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вихревом состоянии в соответствии с 
двухжидкостной моделью. Для начала будем 
рассматривать переходные процессы при по-
стоянном ЭДС источника тока при замыкании 
ключа K (рис. 1а). Аналогичным образом 
можно рассмотреть переходные процессы при 
размыкании ключа K, изменив соответствую-
щие начальные условия. В схеме выделены 
две отдельные ветви для нормального и 

сверхпроводящего токов. В каждой ветви вве-
дены так называемые инерционные индуктив-
ности для нормального и сверхпроводящего 
токов соответственно – nL  и sL . Инерционные 

индуктивности будут учитывать различную 
динамику движения двух типов электронов в 
силу того, что разные «типы» электронов бу-
дут подчиняться различным микроскопи- 
ческим уравнениям движения. 
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Рис. 1. Эквивалентная электрическая схема сверхпроводников (в безвихревом состоянии) на основе 
двухжидкостной модели: a) – на постоянном токе; б) – при переменном ЭДС источника тока 
 
 
Как было отмечено ранее, при возбужде-

нии нормальных электронов происходит рас-
сеяние энергии, поэтому в ветви для нормаль-
ного тока введено эффективное сопротивле- 
ние nR , отвечающее за диссипацию энергии. 

В дальнейшем необходимо будет определить 
введенные макроскопические параметры  
эквивалентной электрической цепи для нор-
мального и сверхпроводящего токов путем 
сопоставления с микроскопическими уравне-
ниями для движения двух групп электронов. 
Запишем уравнения для электрической цепи, 
отражающие два закона Кирхгофа: 
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где r  – внутреннее сопротивление источника 
тока. Отметим, что все уравнения будут запи-
саны в системе СГС. 

Из системы уравнений (1) получим, что 
сверхпроводящий ток подчиняется следую-

щему обыкновенному дифференциальному 
уравнению второго порядка: 

 
2
02 ,s s s sI I I X    

                  (2) 
 

где были введены коэффициент затухания  , 

квадрат собственной частоты колебаний 2
0  и 

эффективная внешняя сила для сверхпрово-
дящего тока sX : 
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    (3) 

 

При решении уравнения (2) возникают 
два случая: 2 2

0 0     и 2 2
0 0    . Посколь-

ку на данном этапе неизвестны введенные 
макроскопические параметры цепи, необхо-
димо рассматривать два случая. Для начала 
рассмотрим первый случай, т. е. 2 2

0 0    , 

соответствующий колебательному переход-
ному процессу. В начальный момент времени 
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нормальный и сверхпроводящий токи равны 
нулю (0) 0sI  , (0) 0nI  . Начальные условия 

для первых производных от токов легко полу-

чить из системы уравнений (1): 
2

0

s

t s

dI c

dt L


 , 

2

0

n

t n

dI c

dt L


 . В этом случае зависимость 

сверхпроводящего тока от времени  sI t  бу-

дет определяться следующим выражением: 
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Подставив (4) во второе уравнение систе-

мы (1), получим выражение для нормального 
тока: 
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Очевидно, что при 1/t   нормальный 

ток  nI t  экспоненциально затухает согласно 

(5). Весь ток будет протекать исключительно 
через сверхпроводящую фазу и будет стре-
миться к   /I t r . 

Приведем результаты для апериодическо-
го переходного процесса 2 2

0 0    . Зависи-

мости сверхпроводящего и нормального токов 
от времени будут определяться следующим 
образом: 
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Из (6) следует, что для случая 2 2
0 0     

нормальный ток экспоненциально стремится к 
нулю. 

 
 

Определение инерционных индуктивностей 

nL   и sL  из микроскопических уравнений 

движения нормальных и сверхпроводящих 
электронов 

 
В результате с помощью эквивалентной 

электрической схемы сверхпроводников, 
представленной на рис. 1, состоящей из двух 
ветвей, по которым отдельно протекают нор-
мальные и сверхпроводящие токи, получены 
зависимости нормального и сверхпроводяще-
го токов от времени для колебательного и 
апериодического переходных процессов. 

Однако во всех этих выражениях присут-
ствуют неизвестные параметры – nL , sL , ,nR  

  и 0 . Для того, чтобы определить недо- 

стающие коэффициенты, характеризующие 
макропараметры системы, необходимо связать 
их с микроскопическими параметрами, запи-
сав уравнения для нормальных и сверхпрово-
дящих электронов. Запишем уравнения дви-
жения для нормальных и сверхпроводящих 
электронов: 
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где nV , sV , *
nm  и *

sm  – скорости и эффектив-

ные массы нормальных и сверхпроводящих 
электронов соответственно,   – время релак-
сации нормальных электронов в сверхпрово-
дящем материале. Умножим первое уравнение 
в (7) на ( )nen , а второе – на ( )sen , где nn   

и sn  – концентрации нормальных и сверхпро-
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водящих электронов, и используем опреде- 
ление плотности соответствующих токов 

   n n nt en t j V ,    s s st en t j V , в резуль-

тате получим следующую систему уравнений: 
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где были введены следующие обозначения: 
2 *

0 / nne m    – удельная электропроводность 

сверхпроводящего материала, находящегося в 
нормальном состоянии, /s sn n  , /n nn n   – 

доли концентраций сверхпроводящих и нор-
мальных электронов, n  – концентрация всех 
электронов проводимости в материале (сумма 
сверхпроводящих и нормальных электронов). 

Умножим первое уравнение в (8) на 

0( / )nl   , где l  – длина сверхпроводящей 

ленты, и учтем, что нормальный ток равен 
*

n nI j S  , где *S  – эффективная площадь 

поперечного сечения сверхпроводящей ленты, 
по которой протекает транспортный ток в 
сверхпроводнике: 
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Для того, чтобы не отвлекаться от основ-
ной сути, на данном этапе не будем учитывать 
распределение тока по сечению сверхпровод-
ника (хотя при необходимости это можно  
сделать). Если из второго уравнения вычесть 
третье исходной системы для эквивалентной 
электрической цепи (1), то получим следую-
щее уравнение: 
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Сопоставив (9) с (10), которое было полу-
чено для замкнутого контура, охватывающего 
ветви, по которым протекает сверхпроводя-
щий и нормальный токи, положим, что 
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Если учесть, что концентрация носителей 
нормального тока равна nn , то в этом случае 

выражение для nR  полностью согласуется с 

общеизвестным выражением для сопротивле-
ния элемента проводника длиной l  с пло- 

щадью поперечного сечения *S  и удельным 
сопротивлением  01/ n  . 

Для того, чтобы сопоставляемые уравне-
ния (9) и (10) были полностью согласованы 
друг с другом, необходимо, чтобы правые  
части двух соответствующих уравнений были 
равны друг другу, поэтому запишем: 
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E                 (12) 

 

Для того, чтобы найти инерционную ин-
дуктивность для сверхпроводящих электронов 

sL , воспользуемся вторым уравнением в (8), 

которое по своей сути является модификацией 
первого уравнения Лондонов для сверхпрово-

дящих электронов, умножив его на *S , в ре-
зультате получим следующее уравнение: 

 

   
*

*
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s

s
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I
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 (13) 

 

Из уравнений (12) и (13), получим: 
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Таким образом, инерционную индуктив-
ность для сверхпроводящих электронов мож-
но записать через лондоновскую глубину про-
никновения магнитного поля 2 * 2 2/ 4L sm с ne   : 

 

2

*

4
.L

s
s

l
L

S

 

 

                          (14) 

 

Инерционную индуктивность для нор-
мальных электронов nL  (11) можно также вы-

разить через лондоновскую глубину проник-
новения магнитного поля L , в итоге 

получим: 
 

* 2

* *

4
.n L

n
s n

m l
L

m S

   
                        

 (15) 

 

Отношение инерционных индуктивностей 
для сверхпроводящих (14) и нормальных (15) 
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токов будет зависеть от отношения долей 
концентраций и эффективных масс сверхпро-
водящих и нормальных электронов: 

 
*

*
.s n s

n s n

L m

L m

 
                            

 (16) 

 
После некоторых преобразований инер-

ционные индуктивности nL  и sL  также можно 

представить через плазменные (или 
ленгмюровские) частоты электронов: 

 
2 2

2 * 2 *
, ,

4 4
, ,n s

p n p s

c l c l
L L

S S

   
 
   

      

 (17) 

 

где 2 *
, 4 /p n n nn e m   , 2 *

, 4 /p s s sn e m    – 

плазменные частоты для нормальных и сверх-
проводящих электронов. Тогда величину 

/s nL L  можно выразить не через отношения 

долей концентраций и эффективных масс  
соответствующих «типов» электронов (16), а 
через отношение плазменных частот для нор-
мальных и сверхпроводящих электронов 

2 2
, ,/ /s n p n p sL L    . Преобразуем ранее вве-

денные выражения, входящие в зависимости 
сверхпроводящего и нормального токов – соб-
ственную частоту колебаний 0 , коэффи- 

циент затухания   с помощью полученных 
соотношений для введенных макроскопи- 
ческих параметров эквивалентной электри- 
ческой схемы nR , nL  и sL  (11)–(16): 
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 (18) 
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 (19) 

 
Для того, чтобы узнать какой переходной 

процесс рассматривать (колебательный или 
апериодический), необходимо оценить разни-
цу 2 2

0    в зависимости от конкретного слу-

чая (например, от величин температуры или 
внутреннего сопротивления r ): 
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 (20) 

 

Следует отметить, что концентрации нор-
мальных и сверхпроводящих электронов зави-
сят от температуры, что легко вычислить, зная 
эмпирическую температурную зависимость 
для глубины проникновения магнитного поля 

    42 2 / 1 /L cT T T     [8, 9]: 

 

 
4 4

1 , .s n
c c

T T
n T n n n

T T

    
               

 (21) 

 

На рис. 2 представлены температурные 
зависимости долей концентраций нормальных 
и сверхпроводящих электронов. В силу сте-
пенной зависимости долей концентраций (21) 
при низких температурах почти все электроны 
в сверхпроводнике являются сверхпроводя-
щими, увеличение количества нормальных 
электронов наблюдается только при темпера-
турах близких к критической. Легко вычис-
лить температуру *T , при которой концентра-
ции нормальных и сверхпроводящих 
электронов будут равны друг другу 

1 / 2n s    : * 4/ 2 0,84c cT T T  . 
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Рис. 2. Распределение долей концентраций нормаль-
ных и сверхпроводящих ( /n nn n   и /s sn n  ) 

электронов в зависимости от относительной тем-
пературы / cT T  в соответствии с двухжидкостной 

моделью сверхпроводников 
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Вычислив все макроскопические парамет-
ры в эквивалентной электрической схеме, 
можно определять все переходные процессы 
при замыкании и размыкании ключей, зави-
симости нормальных и сверхпроводящих то-
ков от времени, тепловыделение в единице 
объема сверхпроводника за счет возбуждения 
нормальных электронов при синусоидальном 
изменении тока, затрачиваемую мощность ис-
точника питания на возбуждение тока. 

Определив макроскопические параметры 

sL , nL  и nR , можно вычислить электрические 

поля для колебательного (22) и апериоди- 
ческого (23) переходных процессов соответ-
ственно: 
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(23) 

 

где 2 2
1 0      , 2 2

2 0      . Из (22) 

и (23) видно, что при постоянном токе после 
переходных процессов электрическое поле в 
сверхпроводнике исчезает, как и должно быть 
в сверхпроводниках, в противном случае лю-
бое конечное значение электрического поля 
при постоянном ЭДС источника тока будет 
приводить к бесконечным сверхпроводящим 
токам. Таким образом, сверхпроводящие элек-
троны движутся по инерции, а потому для 
поддержания сверхпроводящего тока не тре-
буется никакого электрического поля. 

Получим температурные зависимости  
ранее введенных макроскопических парамет-
ров, появляющихся при решении исходной 
системы уравнений (1), а именно квадрата 
собственной частоты 2

0  и коэффициента  

затухания  : 
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где для уменьшения громоздкости введены 

следующие обозначения  0 T 
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Следует иметь ввиду, что время релаксации  , 
удельная проводимость 0 , а также эффек-

тивная площадь *S , по которой распреде- 
ляется транспортный ток в сверхпроводнике, 
являются функциями температуры. Поскольку 
в эквивалентной электрической схеме, пред-
ставленной на рис. 1, имеется параллельный 
контур, связывающий нормальный и сверх-
проводящий токи, в этом случае можно фор-
мально ввести добротность Q  следующим об-

разом: 
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       (25) 

 
Если предположить, что эффективные 

массы нормальных и сверхпроводящих элек-
тронов примерно равны друг другу и сопоста-
вимы с массой электрона ( * *

n s em m m  ), то 

ранее полученные зависимости (24) и (25), 
можно упростить: 
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Из (26) видно, что 1/ 2Q  . Используя 

выражения (24) и (26), можно определить тип 
переходного процесса, который реализуется 
при замыкании ключа на постоянном токе: 
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 (27) 

 

Таким образом, в цепи реализуется апери-
одический переходной процесс. Можно рас-
смотреть различные предельные случаи по 
температуре: 

 

   

2

2 2
0 2

1
1 0

02

r

R

 
          

 при 0T   

   

2

2 2
0 2

1
1 0

2 c

r

R T

 
          

 при .cT T  

 

Безусловно, в более общем случае необ-
ходимо учитывать различие эффективных 
масс сверхпроводящих и нормальных элек-
тронов. Основной физический смысл доброт-
ности Q  в данной конкретной задаче можно 
понять из следующего. Из системы уравнений 
(1) можно получить обыкновенное дифферен-
циальное уравнение второго порядка с нуле-
вой правой частью для нормального тока: 
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2
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d I dI
I

dt dt
    

            
 (28) 

 

Умножив (28) на nI , после математиче-

ских преобразований получим: 
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n n ndI I dId

d d Q d

                        

 (29) 

 

где введена фаза 0t   . Левая часть в (29) 

описывает изменение энергии в системе при 
изменении фазы, а добротность Q  определяет 

влияние диссипативного слагаемого 2 nI   в 

(28) на скорость изменения энергии. Посколь-
ку в рассматриваемом случае в силу (27) реа-
лизуется апериодический переходной процесс, 
то, как оказывается, влияние диссипативного 
слагаемого в контуре в электрической схеме 
на рис. 1 существенно. 

Инерционные индуктивности (14) и (15) 
можно представить в следующем виде: 

min min, ,s n
s n

s n

L L
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 (30) 

 

где минимальные значения инерционных  
индуктивностей определяются как 
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. Напом-

ним, что эффективная площадь сечения *S  
является функцией температуры. 

Минимальное значение инерционной ин-
дуктивности сверхпроводящих электронов 

minsL  можно оценить следующим образом: 
2

min min

4 2

2
L L

s s
L

l l
L L

a a

      
  

, где a  – ши-

рина сверхпроводящей ленты, а эффективная 
площадь сечения примерно равна 

* 2 LS a    . Коэффициент «2» связан с тем, 

что ток будет протекать как в нижнем, так и 
верхнем поверхностных слоях ленты за счет 
вытеснения тока к границам. Данная оценка 
справедлива в области низких температур. 
При температурах близких к критической cT  

индуктивность sL  главным образом будет 

определяться температурной зависимостью 

 s T  согласно (21). 

В области температур cT T  транспорт-

ный ток будет распределяться по сечению 
сверхпроводника более равномерно, поэтому 
можно считать, что *

zS l a    , где zl  – 

толщина сверхпроводящего слоя, тогда 
* *2

min min min* *

4 2n nL L
n s n

s z s z

m ml
L L L

m a l m l

      
  

. При 

низких температурах индуктивность nL  глав-

ным образом будет определяться зависимо-
стью концентрации нормальных электронов 
от температуры (21). Согласно вышеприве-
денным оценкам соотношения (30) можно ап-
проксимировать следующим образом: 
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. Ана-

логичным образом можно получить прибли-
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женное выражение для эффективного сопро-

тивления minn
n

n

R
R





, где 2

min min /n nR L c   .  

На рис. 3–4 представлены графики зависи- 
мостей инерционных индуктивностей ( nL   

и sL ) и эффективного сопротивления nR  от 

относительной температуры / cT T T . 
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Рис. 3. Графики зависимостей инерционных индук-
тивностей nL , sL  от относительной температуры 

/ cT T
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Рис. 4. Влияние относительной температуры на 
эффективное сопротивление nR  

 
Из рис. 3 и 4 можно отметить, что инер-

ционные индуктивности и эффективное со-
противление изменяются в широком диапа-
зоне при изменении температуры, и этими 
параметрами пренебречь нельзя. Для более 
точной оценки зависимостей вышеуказанных 
параметров необходимо учитывать распреде-
ление тока по сечению сверхпроводящего 
слоя в зависимости от температуры, т. е. 

 *S T . 

В вышеприведенных формулах вводилось 
различие эффективных масс нормальных и 
сверхпроводящих электронов, поскольку в 
общем случае они могут различаться. Основ-
ной физический смысл эффективной массы 

связан с взаимодействием электронов с пери-
одической структурой кристалла. Эффектив-
ную массу нормальных электронов *

nm  в 

сверхпроводнике, находящегося в нормальном 
состоянии, следует определять через диспер-
сионное соотношение ( )E k  следующим обра-

зом: 
2

1
2

1
ij

i j

E
m

k k
 


 
. В основном для различ-

ных типов материалов эффективная масса 
электронов находится в диапазоне 

* / 0,01 2n em m  , где em  – масса электрона. 

Эффективную массу сверхпроводящих элек-
тронов *

sm  можно оценить из выражения для 

глубины проникновения магнитного поля 
2 2

*
2

4 s
s

n e
m

c

 
 , предварительно измерив ее 

для различных сверхпроводящих материалов. 
Следует отметить, что, как правило, высоко-
температурные сверхпроводники имеют ани-
зотропную структуру, поэтому эффективные 
массы в различных плоскостях для одного и 
того же материала различаются друг от друга 
достаточно сильно, em m m   . 

 
 

Возбуждение нормальных  
и сверхпроводящих токов  

при гармоническом изменении ЭДС  
источника тока 

 

В предыдущих разделах были введены и 
определены путем сопоставления с микро- 
скопическими уравнениями инерционные ин-
дуктивности sL , nL  и эффективное сопротив-

ление nR . Однако возникает вопрос действи-

тельно ли эти параметры настолько нужны, 
что без них не удается описать переходные 
процессы на постоянном токе и колебатель-
ные процессы в электрической цепи при сину-
соидальном изменении ЭДС источника пита-
ния, в то время как для обычных проводников 
всегда удавалось описывать нестационарные и 
переходные процессы без добавления выше-
упомянутых макроскопических параметров, 
введя обычную индуктивность провода L  (или 
так называемую магнитную индуктивность). 

Ниже будут рассмотрены различные  
случаи, где будет показано, что введение 
инерционных индуктивностей nL  и sL  в 
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сверхпроводниках обоснованно и оправданно, 
и пренебрежение данными макроскопически-
ми параметрами будет приводить к различным 
противоречиям с имеющимися эксперимен-
тальными данными при переменных токах. 
Также ниже будет показана причина того, по-
чему в случае обычных проводников нет 
необходимости во введении инерционной ин-
дуктивности nL  для нормальных электронов. 

Для начала рассмотрим гармоническое 
изменение ЭДС источника тока по периодиче-
скому закону   0

i tt e ε ε  (рис. 1б). При изме-

нении ЭДС источника питания в сверхпро-
воднике будет индуцироваться переменное 

электрическое поле, которое будет возбуждать 
нормальный и сверхпроводящий токи: 

     s nI t I t I t  . В силу линейности систе-

мы уравнений (1) будем искать периодическое 
решение для токов в следующем виде: 

  0
i t

n nI t I e  ,   0
i t

s sI t I e  . Подставив в си-

стему уравнений (1), получим: 
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В результате получим выражения для 
сверхпроводящего и нормального токов: 
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ε
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                         (33) 

 
 

При переменном ЭДС источника тока при 
ненулевой температуре 0T   [ ]K  возбуж- 
даются как сверхпроводящие, так и нормаль-
ные электроны. Теперь если предположить, 
что инерционная индуктивность для сверх-
проводящих электронов равна нулю 0sL  , 

причем пусть 0nL  , то нормальный ток на 

переменном токе будет всегда тождественно 
равен нулю 0nI   в любой момент времени 

(даже при ненулевой частоте ЭДС источника 
тока 0  ), как следует из второго выражения 
в (33), т. е. нормальные электроны не будут 
возбуждаться в процессе индуцирования пе-
ременного электрического поля в сверхпро-
воднике, что будет противоречить различным 
экспериментальным данным на переменном 
токе [8, 9]. Известно, что на переменном токе 
сопротивление сверхпроводника всегда от-
лично от нуля, даже при нулевом внешнем 
магнитном поле, что связано с возбуждением 
нормальных электронов за счет формирования 
переменного электрического поля в сверхпро-
воднике. Таким образом, инерционная индук-
тивность для сверхпроводящих электронов не 
может равняться нулю 0sL  . 

Инерционная индуктивность nL  для нор-

мальных электронов связана с инерционной 

индуктивностью для сверхпроводящих элек-
тронов sL  строго определенным образом че-

рез отношения долей концентраций и эффек-
тивных масс электронов, согласно уравнению 
(16). Если инерционная индуктивность 0sL  , 

то не может равняться нулю и индуктивность 
0nL  . Кроме того, согласно (11) справедливо 

соотношение 2
n nL с R  , если положить 0nL  , 

то и сопротивление nR  должно равняться  

нулю. Отсюда следует, что при переменном 
токе не будет диссипации энергии при воз-
буждении нормальных электронов при изме-
няющемся электрическом поле, что также бу-
дет противоречить эксперименту. 

Справедливости ради следует отметить, 
что в предыдущих разделах в рассматривае-
мой эквивалентной схеме сверхпроводников 
не учитывалась обычная индуктивность ленты 
или катушки. 

 
 

Эквивалентная электрическая схема 
сверхпроводников с учетом магнитной  

индуктивности 
 

Для того, чтобы показать, как будет вы-
глядеть эквивалентная схема сверхпроводни-
ков с учетом магнитной индуктивности, про-



Успехи прикладной физики, 2023, том 11, № 6 
 

483

делаем некоторые стандартные выкладки.  
Запишем одно из уравнений Максвелла, опи-
сывающее закон об электромагнитной индук-

ции,  rot 1/ c t
  
BE . Возьмем интеграл от 

обоих частей уравнения Максвелла по площа-
ди, которая будет опираться на замкнутый 
контур, охватывающий подключенные провода 

и ВТСП-ленту:  rot 1/d c dt
    BE S S . 

Воспользуемся теоремой Остроградского-

Гаусса: 
1 1d d

d d
c dt c dt


    E l B S , где   – 

суммарный магнитный поток через поверх-
ность как от сверхпроводящих, так и нор-
мальных токов. По определению индуктив-
ность L  связывает магнитный поток и 
суммарный транспортный ток, который заво-
дится в электрическую цепь:  1/ trc LI  . 

Вследствие закона об электромагнитной ин-
дукции индуцированное вихревое электри- 
ческое поле будет препятствовать увеличению 

транспортного тока в цепи 2

1 tr
ind

dI
L

c dt
   . 

Таким образом, обычную индуктивность L  в 
эквивалентной электрической цепи необходи-
мо ставить вне контуров, где протекают от-
дельно друг от друга сверхпроводящий и нор-
мальный токи, т. е. в контуре, где протекает 
суммарный транспортный ток. В противном 
случае если вводить индуктивность в ветвях 
для сверхпроводящего и нормального токов, 
необходимо будет разделить суммарный маг-
нитный поток   на две составляющие: s  – 

магнитный поток от возбуждения сверхпрово-
дящего тока и n  – поток вследствие движе-

ния нормальных электронов. Также нужно бу-
дет разделять и индуктивности. Однако стоит 
заметить, что в величину магнитной индук-
тивности L  будет вносить вклад не только 
сама сверхпроводящая лента, но и вся осталь-
ная часть электрической цепи с подсоединен-
ными проводами к сверхпроводящему мате-
риалу. 

С этой точки зрения более удобно вста-
вить магнитную индуктивность в ветви, где 
протекает суммарный транспортный ток.  
На рис. 5 представлена эквивалентная элек-
трическая схема сверхпроводников (в безвих-
ревом состоянии) на основе двухжидкостной 

модели с учетом магнитной и инерционных 
индуктивностей ленты при переменных токах. 
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Рис. 5. Эквивалентная электрическая схема сверх-
проводников с учетом магнитной и инерционных 
индуктивностей на основе двухжидкостной модели 
при переменных токах 

 
Данная эквивалентная электрическая схе-

ма сверхпроводников с учетом магнитной ин-
дуктивности, а также ранее введенных инер-
ционных индуктивностей для нормальных и 
сверхпроводящих электронов согласно 
двухжидкостной модели сверхпроводников 
описывается следующей системой уравнений: 

 

       
     

2 2

2 2

1/ 1/ ,

1/ 1/ .

n n n n

s s

с LI с L I I t R I t r

с LI с L I I t r

    


   

 

 
 

(34) 

 
Рассмотрим синусоидальное изменение 

ЭДС источника тока   0
i tt e    . Тогда в силу 

линейности системы обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений (34) токи также бу-
дем искать в виде гармонического изменения 
с некоторым сдвигом фаз   0

i t
n nI t I e  , 

  0
i t

s sI t I e  . Сдвиг фаз относительно изме-

нения ЭДС источника питания будет опреде-
ляться амплитудными значениями токов, по-
скольку они представляют собой комплексные 
величины. Подставив выражения для токов в 
(34), получим систему уравнений для опреде-
ления амплитуд соответствующих токов 0nI   

и 0sI : 
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2
0 0
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Тогда амплитуды токов будут определяться следующими выражениями: 
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2
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/
,

/ /

/ /
.

/ /

s

n
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i L rc
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R LL LL L L rc i LR L R L r L r rc

r R i L c
I

R LL LL L L rc i LR L R L r L r rc

  
 

       


  
           

               (36) 

 
Если приравнять sL  к нулю, то из (36) видно, что даже при конечном значении магнитной 

индуктивности L  нормальный ток будет тождественно равен нулю 0 0nI   при ненулевых зна-

чениях частоты изменения ЭДС источника тока, что будет противоречить экспериментальным 
фактам, согласно которым при переменных токах сопротивление в сверхпроводниках всегда от-
лично от нуля (даже при нулевом внешнем магнитном поле). Также можно отметить, что при 
нулевой частоте 0   (случай постоянного ЭДС источника тока) нормальный ток будет равен 
нулю 0 0nI  , как и должно быть, весь ток пойдет через сверхпроводящую фазу и будет равен 

0 0 /sI r  . Таким образом, токи будут определяться следующими выражениями: 
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 (37) 

 

где сдвиги фаз равны arctg   , 
    

 

2

2 4

/ /
arctg

1 /
s n s n

s n s n n

L L L L r R rc

LL LL L L rR c

    
       

. Если ввести сле-

дующие обозначения 
4

2
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n

s n s n

rR c

LL LL L L
 

 
, 

   2

2 n s n s

s n s n

c r L L R L L

LL LL L L

     
 

, смысл которых 

будет прояснен ниже, то выражения для токов (37) можно представить в более компактном виде: 
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 (38) 

 

где arctg   , 
2 2

0

2
arctg

 
     

. Зная зависимость сверхпроводящего тока (38), можно 

найти изменение электрического поля, используя соотношение (12): 
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Зная зависимости токов (38) и электриче-
ского поля (39), легко вычислить среднюю за 
период объемную мощность тепловыделения 
в сверхпроводнике vq  за счет возбуждения 

нормальных электронов    vn nq j t E t 

0
0 0 0*

1 1
cos cos :

2 2
n

n

I
j E E

S
   


 

 

   

22

0
v 0 2

4
0

2 22 2
0

1

2 /

.
2

n n
s

q
l rc L

           



     

       

 (40) 

 
Можно обратить внимание на то, что при 

нулевом значении магнитной индуктивности 

0L  , будет справедливо 
4

2 2
0 0

n

s n

rR c

L L
    , 

2

2 2 n
n s

s n

r Rc r
L L

L L r

      
 

. Максимальное 

значение объемной мощности тепловыделе-
ния будет достигаться при частоте 0    и 

будет равно  
22

0
v 0 2max

1 1

2 /n n
s

q
l rc L

          

 

4
0

2
2





, тогда (40) можно преобразовать к 

следующему виду: 
 

   
   

2

v v 2max 22 2
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2
.

2
n nq q




    
      

 (41) 

 
Очевидно, что объемная мощность тепло-

выделения в сверхпроводнике за счет сверх-
проводящих электронов равна нулю 

   v 0s sq j t E t  . 

Получим некоторые оценки физических 
величин для высокотемпературного сверхпро-
водника YBa2Cu3O7. Возьмем сверхпроводя-
щую ленту со следующими параметрами: 

15l   см, 1a   см, 310zl
   см, где l , 

a  и zl  – длина, ширина и толщина сверх-

проводящего материала. Лондоновская глуби-
на проникновения магнитного поля L  для 

данного материала равна 62,7 10L
    см.  

В системе СГС получим минимальные значения 
инерционных индуктивностей min 2,5sL  

410  см, 6
min 1,37 10nL    см и эффективного 

сопротивления 14
min 3,05 10nR    с/см, что 

соответствует   2

min
2,7 10nR    Ом в системе 

СИ. Оценим максимальную объемную мощ-
ность в сверхпроводнике v max( )nq  при крити-

ческой температуре, в этом случае 1n  . 

Предположим, что амплитуда напряжения ис-
точника тока равна 0 5   В, а его внутреннее 

сопротивление 0,02r   Ом. Тогда макси-
мальная объемная мощность тепловыделения 
в сверхпроводнике будет примерно равна 
  8

v max
4 10nq    Вт/м3. Объем сверхпроводя-

щей ленты равен 81,5 10V     м3, тогда мак-
симальная мощность тепловыделения в сверх-
проводнике за счет возбуждения нормальных 
электронов равна  max v max

6n nP q V    Вт. 

Стоит отметить, что введение магнитной 
индуктивности L  в эквивалентную электри-
ческую цепь на переменном токе, представ-
ленную на рис. 5, не повлияет на определение 
инерционных индуктивностей для сверхпро-
водящих и нормальных электронов sL  и nL  в 

силу того, что, если вычесть из первого урав-
нения системы (34) второе, слагаемое с маг-
нитной индуктивностью 2(1 / )с LI  сокращается. 

С помощью эквивалентной электрической 
схемы, представленной на рис. 5, можно так-
же описать все переходные процессы, проте-
кающие при замыкании ключа на постоянном 
токе. Из системы уравнений (34) можно полу-
чить обыкновенное дифференциальное урав-
нение второго порядка для нормального тока с 
нулевой правой частью: 

 

2
2

02
2 0,n n

n

d I dI
I

dt dt
     

            
 (42) 

 

где введены квадрат собственной частоты 2
0  

и коэффициент затухания  , которые ранее 
появлялись в уравнениях (38)–(41): 
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При замыкании ключа в цепи в начальный момент времени обе составляющие суммарного 
тока равны нулю, т. е.    0 0 0n sI I  . Условия для первых производных от токов можно по-

лучить из исходной системы уравнений (34), подставив начальные условия для нормального и 

сверхпроводящего токов 
2

0

n s

t s n n s

dI c L

dt LL LL L L




 
, 

2

0

.s n

t s n n s

dI c L

dt LL LL L L




 
 Опуская математи-

ческие выкладки, представим зависимости нормального и сверхпроводящего токов как для ко-
лебательного, так и апериодического переходных процессов: 
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 (45) 

 
 
Из (44) и (45) следует, что после выхода 

на стационарный режим весь ток пойдет через 
сверхпроводящую фазу и будет равен 

  /sI t r  . В колебательном переходном 

процессе 2 2
0 0      характерное время зату-

хания нормального тока определяется величи-
ной 1/  , а в апериодическом есть два харак-
терных времени – 11 /   и 21 /  , где 1 

2
02      , 2 2

2 0       . При нуле-

вой магнитной индуктивности решения для 
токов (44) и (45) плавно переходят в ранее по-
лученные выражения (4)–(6), как и должно 
быть. 

 
 

Инерционная индуктивность  
для нормальных электронов в обычных 

(несверхпроводящих) проводниках с током 
 

В предыдущих разделах было показано, 
что в сверхпроводниках при переменных то-
ках возбуждаются как нормальные, так и 
сверхпроводящие электроны, и для описания 
процессов при переменном ЭДС источника 
тока согласно двухжидкостной модели необ-
ходимо было введение инерционных индук-

тивностей и эффективного сопротивления, в 
то время как при рассмотрении обычных про-
водников с током учитывается только обыч-
ная индуктивность провода. Ниже будет пока-
зано, что более точная электрическая схема 
проводника с током эквивалентна последова-
тельному подключению обычной индуктив- 
ности провода и инерционной индуктивности 
для нормальных электронов. 
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Рис. 6. Эквивалентная электрическая схема обычного 
проводника с током с учетом магнитной L  и инер-
ционной nL  индуктивностей 

 
Рассмотрим обычный проводник с током, 

где носителями тока будут только нормальные 
электроны, при возбуждении которых будет 
происходить диссипация энергии. Эквива-
лентная схема представлена на рис. 6, в кото-
рой будут учитываться эффекты, связанные с 
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электромагнитной индукцией через введение 
магнитной индуктивности провода L , а также 
инерционные характеристики нормальных 
электронов посредством введения инерцион-
ной индуктивности nL . Запишем уравнение 

для падения напряжения в замкнутом контуре: 
 

 2

1
.n

n n

dI
L L I R

с dt
   

               
(46) 

 

Движение нормальных электронов будет 
подчиняться нижеприведенному уравнению, в 
котором разделим суммарное электрическое 
поле на две составляющие – электрическое 
поле истE  от подключенного источника пита-

ния и вихревое поле индE  вследствие закона 

Фарадея об электромагнитной индукции: 
 

 

*
*

*

ист инд .

n n
n n

n
n

d m
m e

dt

m
e

   


   


V
V E

V E E             
 (47) 

 

Под *
nm  будем понимать эффективную 

массу нормальных электронов в проводнике. 
Суммарный ток nI  выразим через скорость 

движения электронов проводимости и их кон-
центрацию: * *

n n nS ne S    I j V , где *S  – 

эффективная площадь поперечного сечения, 
где протекает ток. Из уравнения Максвелла, 
описывающего закон об электромагнитной 

индукции,  индrot 1/ c t
  
BE  и связи сум-

марного магнитного потока с током через ин-
дуктивность  1/ nc LI  , получим выражение 

для ЭДС индукции инд инд

1 d
E l

c dt


     

  *
2 2 2

1 1 1n n n
d LI dI dV

L Lne S
c dt c dt c dt

      . Тог-

да вихревое электрическое поле будет равно: 
 

* *

инд 2 2

1 1
.n nd dS S

Lne L
c l dt c l dt

 
  

 
V j

E
   

(48) 

 

Знак минус означает то, что индуциро-
ванное электрическое поле противодействует 
увеличению тока в электрической цепи. Под-
ставив выражение для вихревого электриче-
ского поля (48) в (47), получим: 

**
2 *

ист2

1
.n n n

n n

d d mS
Lne m e

c l dt dt


   


V V

V E
   

(49) 

 

Воспользовавшись определением силы 
тока и умножив обе части уравнения (49) на 
выражение  2 */l ne S  , в результате полу-

чим: 
 

ист2 * 22 *

* *

1 1
.n n

n

n n

d d l
L l

ne S nec dt dt S
m l m

 
   

   


I I
I E

 

(50) 

 

Выразим сопротивление провода длиной 

l  и площадью поперечного сечения *S  через 

микроскопические параметры: *n

l
R

S


  



* 2 * *
0

1 1
.

/ n

l l

S ne m S

 
 
   

 Используя выраже-

ние для сопротивления, запишем уравнение 
(50) в более простом виде: 

 

ист ист2

1
.n n

n n n

dI dI
L R I R E l

c dt dt
      

    
(51) 

 

Сопоставив (46) с уравнением (51), полу-
чим  21 / n nc L R  . Инерционную индуктив-

ность для нормальных электронов nL  можно 

привести к следующему виду: 
 

* 2
2

* *

4
,n L

n n
s

m l
L c R

m S

   
                     

 (52) 

 

что сопоставимо с выражением (15) при 1n  . 

Таким образом, когда транспортный ток пере-
носится только нормальными электронами, 
суммарная индуктивность равна  
алгебраической сумме обычной индуктив- 
ности проводника с током и инерционной  
индуктивности для нормальных электронов.  
В случае обычного (несверхпроводящего) 
проводника индуктивность провода намного 
превосходит инерционную индуктивность, 
поэтому вторым слагаемым в сумме пренебре-
гают. Поэтому для обычных проводников при 
исследовании переходных или периодических 
нестационарных процессов нет необходи- 
мости во введении инерционной индуктив- 
ности для нормальных электронов nL , что 

нельзя сказать при построении эквивалентной 
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электрической схемы сверхпроводников, когда 
ток протекает как через сверхпроводящую, так 
и нормальную фазы. 

Следует отметить, что при достаточно 
больших частотах, когда начинают проявлять-
ся эффекты, связанные с вытеснением тока к 
границам проводника (явление скин-эффекта), 

эффективная площадь *S  в (52), по которой 
протекает ток будет уменьшаться, и соответ-
ственно инерционная индуктивность nL  будет 

увеличиваться. При частотах тока, при кото-
рых поверхностный слой окажется порядка 
глубины проникновения L , то, например, 

для провода круглого сечения радиуса r  бу-

дем иметь 
24

2
2

L
n L

L

l l
L

r r

  
 

 
 . Однако при 

больших частотах проявляется частотная  
зависимость и магнитной индуктивности L ,  
а не только инерционной nL . 

 
 

Заключение 
 
Для описания переходных процессов в 

сверхпроводниках при постоянном и пере-
менном токах в эквивалентной электрической 
схеме впервые введены инерционные индук-
тивности для нормальных и сверхпроводящих 
электронов nL  и sL  в соответствии с двух- 

жидкостной моделью сверхпроводников,  
согласно которой все электроны в объеме 
сверхпроводящего материала условно разде-
ляются на два типа: сверхпроводящие и нор-
мальные. Сверхпроводящие электроны за счет 
объединения в так называемые куперовские 
пары (согласно одному из механизмов воз-
никновения сверхпроводящего состояния) не 
испытывают рассеяния, а при возбуждении 
нормальных электронов происходит диссипа-
ция энергии в виде джоулевых потерь при 
взаимодействии с кристаллической решеткой. 
Инерционные индуктивности характеризуют 
динамику ускорения двух типов электронов 
под действием переменных электрических по-
лей в сверхпроводнике. Введенные индуктив-
ности получены путем сопоставления макро-
скопических уравнений для всей электри- 
ческой цепи с микроскопическими уравнени-
ями движения нормальных и сверхпроводя-
щих электронов. 

В работе также представлена эквивалент-
ная электрическая схема сверхпроводников с 
учетом магнитной и инерционных индуктив-
ностей для двух типов электронов. Показано, 
что пренебрежение какими-либо из инерцион-
ных индуктивностей приводит к физическим 
противоречиям с имеющимися эксперимен-
тальными данными на переменном токе. 
Например, при пренебрежении инерционной 
индуктивностью для сверхпроводящих элек-
тронов ( 0sL  ) получено, что на переменном 

токе при гармоническом изменении ЭДС ис-
точника тока ( 0  ) нормальный ток в сверх-
проводнике при индуцированном электриче-
ском поле будет тождественно равен нулю в 
любой момент времени   0nI t  , т. е. нор-

мальные электроны не буду возбуждаться.  
Таким образом, при переменном токе при 
ненулевой температуре 0T   [ ]K  в сверхпро-
воднике не будет никаких джоулевых потерь 
(при нулевом внешнем магнитном поле), что 
противоречит известным экспериментальным 
фактам. 

Также получено, что для обычных (не-
сверхпроводящих) проводников в общем слу-
чае суммарная индуктивность представляется 
как последовательное соединение магнитной 
индуктивности, связанной с изменением маг-
нитной индукции в соответствии с законом 
электромагнитной индукции Фарадея, и инер-
ционной индуктивности для нормальных 
электронов nL . Показано, что в случае обыч-

ных проводников инерционной индуктив- 
ностью для нормальных электронов можно 
пренебречь по сравнению с магнитной индук-
тивностью, что нельзя сделать при описании 
переходных процессов в сверхпроводниках, 
поскольку ток переносится как нормальными, 
так и сверхпроводящими электронами. 

Полученные результаты позволяют по-
строить эквивалентную электрическую схему 
сверхпроводников для высокотемпературных 
сверхпроводящих лент и катушек с учетом 
слоистости их структуры и исследовать про-
цессы возбуждения токов в различных слоях 
ленты при различных температурах при пере-
менном токе. Предложенный подход для ана-
лиза нестационарных процессов в сверхпро-
водниках является существенным заделом для 
построения математических моделей по пред-
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сказанию вольт-амперных характеристик и 
тепловыделения в единице объема при соот-
ветствующих доработках математических мо-
делей и рассмотрении различных протекаю-
щих процессов в сверхпроводниках II-го рода, 
в том числе проникание квантов магнитного 
потока (вихрей Абрикосова), дрейф вихревой 
решетки при наличии транспортного тока в 
сверхпроводящем слое, пиннинг вихрей и 
другие эффекты. 
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To describe transients during excitation of currents in superconductors with both constant 
and variable electromotive force of the current source, inertial inductances for supercon-
ducting and normal electrons ( sL  and nL ) in an equivalent electrical circuit in accordance 

with the two-fluid model of superconductors are introduced. The paper also presents an 
equivalent electrical circuit of superconductors taking into account magnetic and inertial 
inductances, which allows us to estimate heat generation in high-temperature superconduc-
tors at alternating currents due to the excitation of normal electrons. It is shown that the 
neglect of certain inertial inductors ( sL  or nL ) leads to physical contradictions with the 
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available experimental data on superconductors at alternating currents. In addition, it was 
found that the total inductance for ordinary (non-superconducting) conductors with current 
should be represented as a series connection of magnetic inductance associated with a 
change in magnetic flux and inertial inductance for normal electrons. 
 
Keywords: inertial inductances, equivalent electrical circuit, superconductivity, high-
temperature superconductivity, two-fluid model, normal electrons, superconducting electrons. 
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