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Впервые получено интегро-дифференциальное уравнение для расчета проникновения 
магнитного поля в сверхпроводник в мейснеровском состоянии для нестационарного 
случая с учетом возбуждения как сверхпроводящих, так и нормальных электронов со-
гласно двухжидкостной модели сверхпроводников. При синусоидальном изменении 
магнитного поля данное интегро-дифференциальное уравнение сводится к модифици-
рованному уравнению Лондонов, в котором получено комплексное выражение для глу-
бины проникновения переменного магнитного поля в зависимости от частоты изме-
нения магнитного поля и долей концентраций нормальных и сверхпроводящих 
электронов. С помощью модифицированного уравнения Лондонов рассмотрено про-
никновение переменного магнитного поля в плоскопараллельную сверхпроводящую 
пластину конечной толщины в зависимости от частоты поля. 
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Введение 
 
В 1911 г. Камерлинг-Оннесом обнаруже-

но, что при охлаждении материала до темпе-
ратуры ниже критической cT T , где cT  – 

критическая температура, его сопротивление 
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резко обращается в нуль [1–3]. Другим фун-
даментальным свойством сверхпроводников 
является эффект Мейснера, открытый значи-
тельно позже (в 1933 г.) [4]. В мейснеровском 
состоянии сверхпроводники как I-го, так и II-го 
родов стремятся вытеснить магнитное поле  
из объема сверхпроводящего материала [4]. 
Для объемного сверхпроводника внешнее 
магнитное поле проникает в сверхпроводник 
на некоторое расстояние – глубину проникно-
вения магнитного поля. В этом случае распре-
деление магнитного поля можно определить 
из так называемого стационарного уравнения 
Лондонов [5–8]: 

 

 21/ 0s   H H ,                     (1) 
 

где    2 * 2 2/ 4s s sT m c n T e    – глубина про-

никновения магнитного поля в сверхпровод-
ник, *

sm  – эффективная масса сверхпроводя-
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щих электронов,  sn T  – концентрация 

сверхпроводящих электронов как функция 
температуры, c  – скорость света, e  – заряд 
электрона. Существует несколько различных 
способов вывода уравнения Лондонов для 
проникновения магнитного поля. 

В первом способе используются класси-
ческие уравнения Максвелла, дополненные 
уравнением движения для сверхпроводящих 
электронов. Электрическое поле в сверхпро-
воднике приводит к ускорению сверхпрово-

дящих электронов sm et
  
V E . Откуда 

можно легко получить выражение для элек-
трического поля через плотность сверхпрово-

дящего тока  2/ s
sm e n t
 
jE , где 

s s sen j V . Подставив выражение для элек-

трического поля E  в уравнение Максвелла, 
описывающее закон электромагнитной индук-

ции  rot 1/ c t
  
HE , и используя другое 

уравнение Максвелла  rot 4 / sc H j , связы-

вающее плотность сверхпроводящего тока sj  

с напряженностью магнитного поля ,H  полу-
чим уравнение Лондонов (1). При выводе 
уравнения (1) также был привлечен экспери-
ментальный факт о вытеснении магнитного 
поля из объема сверхпроводника в мейснеров-
ском состоянии за счет приравнивания произ-
вольной функции координат  f r , появляю-

щейся при интегрировании по времени 
полученного уравнения с частной производ-
ной, к нулю. 

Также уравнение Лондонов (1) можно по-
лучить через решение вариационной задачи, 
варьируя функционал свободной энергии в 
магнитном поле sHF  (или в более общем слу-

чае потенциал свободной энергии Гиббса sHG ) 

[9]. Кинетическую энергию сверхпроводящих 
электронов можно записать следующим обра-
зом 2 2 2

кин / 2 / 2s s s sW n mV mj n e  . Снова ис-

пользуя уравнение Максвелла (без учета сла-

гаемого с током смещения)  rot 4 / sc H j , 

получим выражение для кинетической энер-
гии сверхтока через напряженность магнитно-

го поля   22
кин / 8 rotsW    H . Запишем сво-

бодную энергию сверхпроводника в магнит-
ном поле: 

 

 22 2
0 rot / 8 ,sH s sF F dV       H H

    
(2) 

 

где 0sF  – свободная энергия сверхпроводника 

при отсутствии магнитного поля в объеме. 
Первое слагаемое под интегралом в (2) опи-
сывает плотность энергии магнитного поля, а 
второе – плотность кинетической энергии. 
Варьируя функционал свободной энергии, по-
лучают: 

 
22 2 rot rot / 8 0.sH sF dV          H H H H  

 

Опуская математические преобразования, 
можно прийти к следующему уравнению: 

 
2rot rot 0s  H H .                    (3) 

 

С помощью тождеств векторного анализа 
rot rot grad div    H H H H  и соленои-
дальности магнитного поля div 0H , урав-
нение (3) легко сводится к уравнению Лондо-
нов (1). 

Все вышеприведенные соотношения по-
лучаются для стационарного режима. В ста-
ционарном случае электрическое поле в 
сверхпроводнике равно нулю, в противном 
случае его конечное значение приводило бы к 
бесконечному росту сверхпроводящего тока. 
Таким образом, сверхток в сверхпроводнике 
движется по инерции, а нормальный ток за 
счет слагаемого    / nm t  V , описывающего 

диссипацию энергии, в уравнениях движения 
для нормальных электронов в конечном итоге 
после выхода на стационарный режим затух-
нет. По этой причине в этом случае нет необ-
ходимости рассматривать уравнение движе-
ния для нормальных электронов. 

 
 

Интегро-дифференциальное уравнение  
для напряженности магнитного поля H   
в сверхпроводнике в мейснеровском  

состоянии при произвольном изменении 
магнитного поля 

 

В данной работе при нестационарных 
условиях будет использоваться двухжидкост- 
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ная модель, согласно которой все электроны 
проводимости в сверхпроводнике разделаются 
на две группы – сверхпроводящие и нормаль-
ные [10–13]. Сверхпроводящие электроны за 
счет объединения в куперовские пары не ис-
пытывают никакого сопротивления [14–18], а 
при движении нормальных электронов проис-
ходит диссипация энергии при их взаимодей-
ствии с кристаллической решеткой. 

Концентрация сверхпроводящих и нор-
мальных электронов зависит от температуры. 
Глубина проникновения магнитного поля в 
зависимости от температуры аппроксимирует-
ся следующей эмпирической зависимостью  
во всем диапазоне температур  2

s T 

  42 / 1 /L cT T    [19], где 2 * 2 2/ 4L sm c ne    – 

лондоновская глубина проникновения, n  – 
концентрация всех электронов проводимости. 
Отсюда легко получить зависимости долей 
концентраций сверхпроводящих и нормаль-
ных электронов /s sn n   и /n nn n   от 

температуры, где sn  и nn  – концентрации 

сверхпроводящих и нормальных электронов: 
 

       4 4
1 / , / .s c n cT T T T T T    

      
(4) 

 
Согласно (4) при нулевой температуре все 

электроны являются сверхпроводящими 
1s  , а при критической температуре все 

электроны становятся нормальными 1n  .  

В силу того, что в выражениях (4) температу-
ра возводится в четвертую степень, поэтому 
концентрация нормальных электронов начи-
нает нарастать только при температурах близ-
ких к критической. Таким образом, в данной 
работе будем придерживаться двухжидкост-
ной модели сверхпроводников, причем кон-
центрации различных типов электронов будут 
определяться из вышеприведенной темпера-
турной зависимости (4). На данном этапе не 
будем учитывать распаривание куперовских 
пар при увеличении их скорости. 

При переменном магнитном поле, изме-
няющемся произвольным образом, необходимо 
учитывать формирование индуцированного 
электрического поля вследствие изменения 
магнитного потока согласно закону Фарадея 
об электромагнитной индукции. Индуциро- 

ванное электрическое поле приводит в движе-
ние не только сверхпроводящие электроны, но 
и нормальные при ненулевой температуре. 
Поэтому необходимо учитывать возбуждение 
всех электронов (как нормальных, так и 
сверхпроводящих). Уравнения движения для 
двух типов электронов представлены ниже: 

 
*

* *,n n s
n n s

m
m e m e

t t

 
    

  
V V

V E E
    

(5) 

 
где отдельно введены эффективные массы 
нормальных и сверхпроводящих электронов  
( *

nm  и *
sm  соответственно). Умножив первое 

уравнение в системе (5) на ( )nen , а второе – 

на ( )sen  и используя определение плотности 

нормального и сверхпроводящего токов 

n n nen j V , s s sen j V , в результате получим: 
 

20 0, ,n n s
n m st t

   
     

    
j j j

E E      (6) 

 

где 2 *
0 / nne m    – удельная проводимость 

сверхпроводящего материала в нормальном 
состоянии, 2 * */m n sm m   – коэффициент асим-

метрии эффективных масс электронов. Возь-
мем ротор от обеих частей первого уравнения 
системы (6) и вместо ротора электрического 

поля подставим 
1

c t





H

, согласно одному из 

уравнений Максвелла: 
 

0rot
rot .n n

nt c t

   
   

 
j H

j             (7) 

 
Из (7) выразим ротор от плотности нор-

мального тока rot nj : 
 

0

0

rot
rot

rot .

n n
n

n
n

t c t

t c

   
   

 
        

j H
j

j H      
   (8) 

 
Сложив два уравнения системы (6), полу-

чим: 
 

 2 0n
n m st


     

  
jj

E ,              (9) 
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где введена плотность тока j  как сумма нор-
мальной и сверхпроводящей компонент: 

n s j j j . Возьмем ротор от обеих частей 

вышеприведенного уравнения (9) и снова  
воспользуемся соотношением rot E

 1/ c t
  
H : 

 

 

 

2 0

2 0

rotrot
rot

1
.

n
n m s

n m s

t

c t


      

  
 

     
 

jj
E

H    
(10) 

 
Группируя слагаемые с частной произ-

водной по времени в (10), получим: 
 

 2 0 rot
rot 0.n

n m st c

            

jH
j

  
(11) 

 
Выразим плотность суммарного тока j  

через напряженность магнитного поля H , ис-
пользуя  rot 4 / c H j , а вместо rot nj  под-

ставим полученное ранее соотношение из (8): 
 

2
0rot rot rot 0.

4 m s n

c

t c

           
H

H j
  
(12) 

 
В самом общем случае выражение в фи-

гурных скобках должно равняться произволь-
ной функции координат ( )f r , поэтому: 

 

 2
0rot rot rot .

4 m s n

c
f

c


      


H

H j r  

 
Снова воспользовавшись тождествами из 

векторного анализа rot rot grad div  H H
  H H  и соленоидальностью поля H   
( div 0H ), получим: 

 

 2 0
2

4 4 4
rot .s

m n f
c c c

   
     

 
H H j r

 
(13) 

 

Преобразуем выражение 2 0
2

4 s
m c

 
 


2

* 2 2

4 1s

s s

n e

m c


 


, где видно, что коэффициент 

асимметрии эффективных масс 2
m  сокращается: 

 

 2

1 4 4
rot .n

s

f
c c

 
    

 
H H j r

     
(14) 

 

Вернемся к соотношению (7), где введем 
формальные обозначения rot nJ j  и 

  0, nt
c t

  
 


H

K r , тогда уравнение (7) бу-

дет эквивалентно следующему: 
 

 , .t
t


  

J

J K r
                   

(15) 

 
Для начала решим уравнение с нулевой 

правой частью, т. е. обыкновенное однородное 
дифференциальное уравнение первого поряд-

ка 0
t


  

J

J . Очевидно, что его решением 

будет функция вида    0,
t

t e
 J r J r  или 

 0
rot rot

t

n n e
 j j . Для нахождения решения 

неоднородного уравнения воспользуемся ме-
тодом вариаций произвольной постоянной, 

т. е.  0 ,
t

t e
 J J r , подставив в (15), получим: 

 

   

0
0 0

0

1

,
, .

t t t

t

e e e
t

t
t e

t

    



          


  
 

J
J J

K rJ
K r

 

 

Отсюда     '

0

0

, '
, '

t
tt

t e dt 


K r
J r

  '
0

0

, '
'

'

t
t

n
t

e dt
c t


 

 
 

H r
. Заметим, что с уче-

том экспериментального факта о вытеснении 
внешнего магнитного поля в сверхпроводни-
ках в мейснеровском состоянии далее будем 
считать, что произвольные функции коорди-
нат, появляющиеся при интегрировании вы-
ражений с частными производными по време-
ни, тождественно равными нулю. Тогда ротор 
плотности нормального тока будет выражать-
ся через напряженность магнитного поля сле-
дующим образом: 

 

  '
0

0

, '
rot '.

'

t
t t

n
n

t
e e dt

c t

  
 

 
 

H r
j

    
(16) 
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Преобразуем коэффициент в (16) 
* 2

0
* * 2 2 2

4 1

4 4
n s n

n
n s m L

m ne c c

c m m c

  
  

    
 и, подста-

вив (16) в (14), получим: 
 

  '

2 2 2
0

, '1 1 1
'

'

t
t t

s m n

t
e e dt

t

  


  
   

H r
H H ,   (17) 

 

где используются следующие обозначения 
2 2 /s L s    , 2 2 /n L n    . Выражая (17) через 

лондоновскую глубину проникновения маг-
нитного поля L  и доли концентраций нор-

мальных и сверхпроводящих электронов ( n  

и  s ), получим следующее интегро-

дифференциальное уравнение для напряжен-
ности магнитного поля, описывающее неста-
ционарное поведение магнитного поля в 
сверхпроводнике в мейснеровском состоянии 
вследствие возбуждения нормальных элек-
тронов: 

 

  ( ')

2 2 2
0

, '1
'.

'

t t t
s n

L m L

t
e dt

t





 

  
   

H r
H H    (18) 

 

Заметим, что при нулевой температуре 
0T   K, когда все электроны являются сверх-

проводящими, правая часть в (18) тождест- 
венно равна нулю в силу того, что 0n  , и 

получим классическое уравнение Лондонов (1) 
для проникновения магнитного поля. 

Интегральное выражение в уравнении (18) 
появляется вследствие того, что изменение 
напряженности магнитного поля порождает 
вихревое электрическое поле, которое приво-
дит в движение не только сверхпроводящие, 
но и нормальные электроны. В свою очередь 
нормальные токи порождают свои собствен-
ные магнитные поля, которые вносят вклад в 
распределение суммарного магнитного поля в 
сверхпроводнике. 

 
 

Модифицированное уравнение Лондонов 
для напряженности магнитного поля  
в сверхпроводнике в мейснеровском  

состоянии для гармонического изменения 
магнитного поля 

 

Полученное ранее интегро-дифференциаль-
ное уравнение (17) или (18) можно свести к 

так называемому модифицированному урав-
нению Лондонов в случае периодического из-
менения магнитного поля с частотой . Рас-
смотрим частный случай переменного 
магнитного поля вида 0

i te  H . В силу линей-

ности уравнения (17) представим напряжен-
ность магнитного поля в виде 

   0, i tt e H r H r , подставим в (17) и прове-

дем некоторые математические преобразова-
ния: 

 

 

 

 

  

'

2 2 2
0

''
02 2

0

'
(1 )

02 2
0

02 2

, '1 1 1
'

'

1 1
'

1 1
'

1 1
.

1

t
t t

s m n

t
t ti t

m n

t t
it

m n

ti t

m n

t
e e dt

t

e i e e dt

e i e dt

i
e e

i

  

  

   

 


   

   

  
 

  
 


 
   







H r
H H

H r

H r

H r

 

 

Будем рассматривать только установив-
шиеся процессы, тогда на временах t   экс-
поненциальный член будет стремиться к нулю 

0
t

e
   : 

 

 2 2

1 1
0.

1s n
m L

i

i

 
          

H H

      

(19) 

 

Таким образом, полученное интегро-
дифференциальное уравнение (17) или (18) 
для переменного магнитного поля сводится к 
следующему комплексному уравнению: 

 

2

1
0



  


H H
                         

(20) 

 

где введена глубина проникновения перемен-
ного магнитного поля 2

  в зависимости от 

частоты изменения магнитного поля , долей 
концентраций сверхпроводящих и нормаль-
ных электронов ( s  и n ), т. е. фактически 

температуры по отношению к критической и 
коэффициента асимметрии эффективных масс 

2
m : 

 

 
 

2
2 2

2

1
.

1
m

L
s m n

i

i i

  
  

                
(21) 
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Назовем уравнение (20) как модифициро-
ванное уравнение Лондонов для перемен- 
ного магнитного поля в сверхпроводнике, 
находящегося в мейснеровском состоянии.  
На данный момент проникновение квантов 
магнитного потока в виде так называемых 
вихрей Абрикосова [20–26] не рассматривает-
ся. Если рассмотреть более простой случай, 
когда коэффициент асимметрии эффективных 

масс 2
m  равен единице ( 2 1m  ), то получим 

более простое выражение для глубины про-

никновения 2 2 1
L

s

i

i

 
  

  
. Для дальнейших 

аналитических расчетов квадрат глубины 
проникновения переменного магнитного поля 

2
  приведем к следующему виду, введя сдвиг 

фаз  : 
 

    
 

 

 

22 2

2 2
22

2

2
22

2

1 ,

tg .

s n
i

L

s

in
L

s

n

s

e

e

 


 

     
   

  

  
    

    
 

 
  

   

(22) 

 

Отсюда сама глубина проникновения   

будет определяться как: 
 

 

2

2 4
22

, 1
i n

L

s

e


  

  
        

      

(23) 

 
Ниже на рисунке представлен график за-

висимости модуля относительной глубины 
проникновения переменного магнитного поля 

 
2

4
2 2

/ 1 ,n
L

s

f T

  
         

 от относи-

тельной температуры / cT T T  при различ-

ных значениях параметра    . 
 

 

0,0            0,2             0,4             0,6            0,8             1,0 

L



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T

2,5

2,0

1,5

1,0

 
 

Рисунок. Зависимость модуля относительной глуби-
ны проникновения переменного магнитного поля 

/ L   от относительной температуры T  при 

различных параметрах   
 
 

Проникновение переменного  
магнитного поля в плоскопараллельную  

сверхпроводящую пластину 
 

Рассмотрим проникновение магнитного 
поля при его синусоидальном изменении в 
плоскопараллельную сверхпроводящую плас- 
тину толщиной a. Необходимо обратить вни-
мание на то, что уравнение (20) комплексно 
вследствие возбуждения нормальных элек-
тронов и появления соответствующего сдвига 
фаз , определенного ранее, что приведет к 
некоторым особенностям, о которых будет 
сказано ниже. В силу того, что уравнение (20) 
линейно, поэтому будем искать его решение в 

следующем виде    ˆ ˆ, i tH x t H x e  , в резуль-

тате получим следующее уравнение для ам-
плитуды напряженности магнитного поля: 

 

   
2

2 2

ˆ 1 ˆ 0.
d H x

H x
dx 

 
               

(24) 

 

Очевидно, что решение уравнения (24) 
описывается следующей функцией  Ĥ x 

/ /
1 2

ˆ ˆx xC e C e     . Следует иметь ввиду, что 

произвольные константы 1Ĉ  и 2Ĉ  являются 

комплексными величинами. Тогда  ˆ ,H x t 

 / /
1 2

ˆ ˆx x i tC e C e e      . Для нахождения кон-

стант 1Ĉ  и 2Ĉ  воспользуемся граничными 

условиями: 
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   
   

/2 /2 /2 /2
0 1 2 1 2 0

/2 /2/2 /2
1 2 00 1 2

ˆ ˆˆ / 2, ˆ ˆ ,

ˆ ˆˆ ˆˆ / 2,

a ai t i t a a

a aa ai t i t

H x a t H e C e C e e C e C e H

C e C e HH x a t H e C e C e e

 
 

  

      

     

          
                  

(25) 

 
Как легко видеть из (25), константы 1Ĉ  и 

2Ĉ  равны: 
 

0
1 2

ˆ ˆ
2ch /

H
C C

a 

 


. Тогда 

напряженность магнитного поля  ˆ ,H x t  в 

сверхпроводящей пластине, выраженная в 
комплексном виде, в зависимости от частоты 
и времени определяется как: 

 

   
 0

ch /ˆ , .
ch / 2

i tx
H x t H e

a
 






           
(26) 

 

Введем безразмерную координату 
/x x   . Воспользуемся выражениями (22) 

и (23) для глубины проникновения   и пре-

образуем (26): 
 

     
 

1 2

1 2

ch / ,

ch / 2

x A x iA x

a B iB





  
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где для уменьшения громоздкости введены 
следующие обозначения: 
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 

1

1

2

2

cos sin ch cos ,
2 2

cos sin ch cos ,
2 2 2 2

sin sin sh cos ,
2 2

sin sin sh cos
2 2 2 2

A x x x

a a
B

A x x x

a a
B

 

 

             
     

            


             


     
            

   

(27) 
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1 2
0

1 2

1 1 2 2 2 1 1 2
0 2 2

1 2

ˆ ,

cos sin

i tA iA
H x t H e

B iB

A B A B i A B A B
H

B B

t i t


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

  
 



   
    

(28) 

 
Физический смысл имеет только реальная 

часть, в результате получим, что напряжен-
ность магнитного поля в зависимости от без-

размерной координаты x  и времени t  описы-
вается следующим выражением: 

 

    
   

   

1 1 2 2
0 2 2

1 2
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H t

B B

 


  




 



   
  (29) 

 

где  1A x ,  2A x , 1B  и 2B  определены в (27). 

Рассмотрим различные асимптотические 
случаи. При нулевой температуре 0T   К 
доля концентрации нормальных электронов 

n  и сдвиг фаз в соответствии с вышеприве-

денными выражениями стремятся к нулю, 
глубина проникновения переменного магнит-
ного поля   стремится к лондоновской глу-

бине проникновения L , а коэффициенты 

 1A x ,  2A x , 1B  и 2B  равны 

   1 ch / LA x x  ,  2 0A x  ,  1 ch / 2 LB a  , 

2 0B  . Тогда справедлива следующая зави-

симость    
 0

ch /
, cos

ch / 2
L

L

x
H x t H t

a


 


, т. е. 

при нулевой температуре при отсутствии 
нормальных электронов в каждый момент 
времени распределение напряженности маг-
нитного поля H  в сверхпроводящей плоско-
параллельной пластине соответствует стацио-
нарному решению. Таким образом, видим, что 
уравнение (24) не описывает каких-либо не-
стационарных эффектов, связанных с движе-
нием сверхпроводящих электронов (или так 
называемых куперовских пар согласно одному 
из механизмов возникновения сверхпроводя-
щего состояния [14–18]). В этом смысле дан-
ное уравнение (20) не является полным в том 
смысле, что в нем не отражены нестационар-
ные эффекты, связанные с движением сверх-
проводящих электронов. 

По этой причине для описания нестацио-
нарных процессов, эффектов распаривания 
куперовских пар, нестационарного поведения 
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волновой функции   r , являющейся пара-

метром порядка в теории Гинзбурга-Ландау, 

где   2
/ 2sn r , необходимо обращаться к 

нестационарному уравнению Гинзбурга-
Ландау. Однако при конечной температуре 

0T   [ ]K  сверхпроводников нестационарную 
теорию Гинзбурга-Ландау необходимо допол-
нять также эффектами от возбуждения нор-
мальных электронов, которые приводятся в 
движение от индуцированных электрических 
полей при изменяющихся условиях. Индуци-
рованный нормальный ток будет создавать 
магнитные поля, которые будут влиять на по-
ведение куперовских пар, и по этой причине 
должны учитываться при выводе нестацио-
нарного уравнения Гинзбурга-Ландау. Но с 
другой стороны, ситуация усложняется тем, 
что феноменологическая теория Гинзбурга-
Ландау является приближенной и справедлива 
только при температурах близких к критичес- 
кой cT T . 

Рассмотрим температуры вблизи критиче-
ской cT T , при которых доли концентраций 

двух типов электронов примерно равны 
1,n   0s  , тогда 

 

 

1/4

2
2

1 1
1 , tg .

i

L e




 
      

        
(30) 

 

Если рассмотреть предел больших частот 
таких, что 1 , тогда глубина проникнове-
ния переменного магнитного поля примерно 
соответствует лондоновской глубине L   , 

а сдвиг фаз соответственно равен нулю 0.   
Тогда в этом случае снова получаем следую-
щую зависимость для напряженности магнит-

ного поля    
 0

ch /
, cos

ch / 2
L

L

x
H x t H t

a


 


. Для 

случая малых частот таких, что 1 , полу-

чаем следующие выражения 4
i

L e







 


, 

L



 


 и 

2


 . Коэффициенты  1A x , 

 2A x , 1B  и 2B , введенные ранее (27), будут 

определяться как 

 

 

1

1

2

2

cos ch ,
2 2

cos ch ,
2 2 2 2

sin sh ,
2 2

sin sh .
2 2 2 2

x x
A x

a a
B

x x
A x

a a
B

 

 

 

 

    
            


   

             


   
            

                 

     

(31) 

 
В этом диапазоне частот, при которых 

1 , и области температур cT T , когда 

доля концентраций нормальных электронов 
примерно равна 1n  , напряженность маг-

нитного поля H  может претерпевать суще-
ственные изменения в характере распределе-
ния поля по сечению сверхпроводящей 
пластины относительно распределения поля в 
стационарном случае вследствие возбуждения 
нормальных токов и определенного сдвига 
фаз при отклике при индуцированном вихре-
вом электрическом поле и соответствующего 
вклада в суммарное магнитное поле. 

Переменное магнитное поле индуцирует 
вихревое электрическое поле, которое приво-
дит в движение ток. Вследствие возбуждения 
нормальных электронов или так называемых 
токов Фуко происходит диссипация энергии 
поля, выделяющейся в виде джоулева тепла, 
которую можно вычислить через интеграл ви-

да  Q dV  j E , где Q  – средняя по време-

ни энергия, диссипируемая в одну секунду. 
Зависимости электрического поля и плотности 
токов можно восстановить из уравнений 
Максвелла, зная распределение магнитного 
поля от времени и координаты согласно (29). 
Исходя из симметрии рассматриваемой зада-
чи, выражения для электрического поля и 
плотности тока найдем из следующих уравне-

ний 
1y z

E H

x c t

 
 

 
, 

4z
y

H
j

x c

 
 


. Тогда рас-

пределение электрического поля и плотности 
токов будут определяться следующим обра-
зом: 
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             0 0
2 1 1 1 2 22 2 2 2

1 2 1 2

, cos sin cos siny

H H
E x t B t B t A x dx B t B t A x dx

c cB B B B
   

        
    

 

     1 2
1 2 2 1, cos sin cos sin .

4 4
z

y

H dA dAc c
j x t B t B t B t B t

x dx dx 

                   
 

 
Таким образом, перемножив слагаемые 

для электрического поля  ,yE x t  и плотности 

тока  ,yj x t  и взяв среднее за период, можно 

при необходимости вычислить среднюю мощ-
ность на единицу площади, которая дисси- 
пируется в сверхпроводнике за счет возбуж-
дения нормальных электронов /Q S 

   
/2

/2

, ,
a

y y

a

j x t E x t dx


  . Можно обратить 

внимание на то, что средняя выделяемая мощ-
ность будет пропорциональна квадрату часто-
ты 2/Q S   в силу того, что электрическое 
поле и плотность токов пропорциональны 
первой степени частоты ( ,y yE j  ). 

 
 

Заключение 
 

Для произвольного изменения магнитного 
поля получено интегро-дифференциальное 
уравнение для проникновения магнитного по-
ля в сверхпроводник согласно двухжидкост-
ной модели сверхпроводников, в которой все 
электроны разделяются на два типа – сверх-
проводящие и нормальные. При изменении 
магнитного поля индуцируется вихревое элек-
трическое поле, которое приводит в движение 
два типа электронов. Нормальный ток создает 
свое собственное магнитное поле, которое 
вносит вклад в распределение суммарного 
магнитного поля в сверхпроводнике, что и 
учитывается в интегральном слагаемом полу-
ченного уравнения. 

Для периодического изменения магнит- 
ного поля интегро-дифференциальное уравне-
ние сводится к так называемому модифициро-
ванному уравнению Лондонов, в котором по-
лучена зависимость глубины проникновения 
переменного магнитного поля от частоты из-
менения магнитного поля и концентрации 
нормальных электронов, т. е. фактически от 
температуры. 

Рассмотрена задача о проникновении пе-
ременного магнитного поля в плоскопарал-
лельную сверхпроводящую пластину конеч-
ной толщины с помощью модифицирован- 
ного уравнения Лондонов, рассмотрены раз-
личные предельные случаи как по температу-
рам относительной критической, так и час- 
тотам. Причем глубина проникновения пере-
менного магнитного поля   представляет 

собой комплексную величину, что может при-
водить к определенной задержке при измене-
нии магнитного поля в сверхпроводнике 
вследствие возникновения некоторого сдвига 
фаз. Получено, что при температурах близких 
к критической и для случая малых частот та-
ких, что параметр 1   , напряженность 
поля может претерпевать существенные изме-
нения в характере распределения поля по се-
чению сверхпроводящей пластины относи-
тельно распределения поля в стационарном 
случае вследствие возбуждения нормальных 
токов и определенного сдвига фаз при инду-
цированном вихревом электрическом поле и 
соответствующего вклада в суммарное магнит-
ное поле. 

Следует отметить, что модифицированное 
уравнение Лондонов, полученное из пред-
ставлений классической физики, не описывает 
каких-либо нестационарных эффектов, свя-
занных с движением сверхпроводящих элек-
тронов (или так называемых куперовских 
пар). В этом смысле данное уравнение не яв-
ляется полным. По этой причине для описания 
нестационарных процессов, эффектов распа-
ривания куперовских пар, нестационарного 
поведения волновой функции   r , являю-

щейся параметром порядка в теории Гинзбурга-

Ландау, где   2
/ 2sn r , необходимо обра-

щаться к нестационарному уравнению Гин-
збурга-Ландау с учетом возбуждения нор-
мальных электронов при индуцированном 
электрическом поле в нестационарном случае. 
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For the first time, an integro-differential equation has been obtained for the penetration of 
a magnetic field into a superconductor in the Meissner state for the nonstationary case tak-
ing into account the excitation of both superconducting and normal electrons according to a 
two-fluid model of superconductors. With a sinusoidal change in the magnetic field, this in-
tegro-differential equation is reduced to a modified London equation in which a complex 
expression is obtained for the penetration depth of an alternating magnetic field depending 
on the frequency of change in the magnetic field and the fractions of concentrations of 
normal and superconducting electrons (or, in fact, on temperature). The penetration of an 
alternating magnetic field into a plane-parallel superconducting plate of finite thickness de-
pending on frequency is considered using the modified London equation. 
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